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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit behandeln wir ein inverses 1D Wärmetransferproblem zur
Bestimmung oberflächenenthalpieabhängiger Wärmeflüsse aus inneren Enthalpiemes-
sungen. Das mathematische Modell, ein nichtlineares Anfangsrandwertproblem moti-
viert in dem ACC-Kühlprozess bei der Herstellung von TMCP-Stahl, beschreibt dabei
die Evolution der räumlich und zeitlich abhängigen Enthalpie. Da eine Darstellung
des Lösungsoperators aufgrund der Enthalpieabhängigkeit der Wärmeflüsse nur impli-
zit angegeben werden kann, schlagen wir einen Parametrisierungsansatz durch Inter-
polation (PCHIP-Ansatz) vor, um die Implizität des Operators zu umgehen. Damit
entkoppeln wir das Problem und erhalten einen explizit definierten Lösungs- und Vor-
wärtsoperator mit dem das inverse Problem nach klassischem Muster gelöst werden
kann, indem wir iterativ ein Zielfunktional unter Nebenbedingungen minimieren. In
dieser Arbeit implementieren wir dazu ein Quasi-Newton Projektionsverfahren (PQN),
welches als ein Gradientenskalierungsverfahren die Kenntnis des Gradienten des Ziel-
funktionals voraussetzt. Nachdem wir die Existenz und Eindeutigkeit klassischer, sowie
starker Lösungen für das zugrundeliegende Modell diskutiert und somit die Wohlde-
finiertheit des Lösungsoperators in den entsprechenden Räumen gerechtfertigt haben,
leiten wir den angesprochenen Gradienten her. Abschließend testen wir den PCHIP-
Ansatz und das PQN-Verfahren für das inverse Wärmetransferproblem und vergleichen
die Ergebnisse zum gedämpften Landweber-Verfahren.





Abstract

In this work, we deal with an inverse 1D heat transfer problem in determining the
surface enthalpy dependent heat fluxes from internal enthalpy measurements. The ma-
thematical model, a nonlinear initial boundary value problem motivated in the ACC
cooling process in the production of TMCP steel, describes the evolution of the spatially
and temporally dependent enthalpy. Since a representation of the parameter-to-solution
operator can only be given implicitly due to the enthalpy dependence of the heat flu-
xes, we propose a parameterization approach by interpolation (PCHIP approach) to
overcome the implicitness of the operator. This way, we decouple the dependencies and
obtain an explicitly defined parameter-to-solution (and forward) operator with which
the inverse problem can be solved in the classical way by iteratively minimizing an
objective functional under box-constraints. In this thesis, we implement a Projected
Quasi-Newton (PQN) Method, which, as a gradient scaling method, requires the know-
ledge of the gradient of the objective functional. After discussing the existence and
uniqueness of classical and strong solutions for the underlying model and thus justifying
the well-definedness of the parameter-to-solution operator in the corresponding spaces,
we derive the mentioned gradient. Finally, we test the PCHIP approach and the PQN
method for the inverse heat transfer problem and compare the results to the attenuated
Landweber method.
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1. Einleitung
Wir möchten an dieser Stelle die Aufgabenstellung der Arbeit motivieren und ab-
schließend einen Ausblick der folgenden Kapitel angeben. Zunächst gehen wir kurz auf
nichtlineare inverse Probleme im Allgemeinen und inverse Wärmetransferprobleme im
Speziellen ein.

1.1 Nichtlineare inverse Probleme

Die Verwendung von nichtlinearen Modellen ist oft unumgänglich, um Prozesse und Zu-
sammenhänge in der Natur, Technik oder etwa der Finanzwelt adäquat zu beschreiben.
So wird typischerweise ein Bezug zwischen einer Ursache x P X und deren Wirkung
y P Y durch die Gleichung

F pxq “ y (1.1)

mit dem nichtlinearen Vorwärtsoperator F : DpF q Ă X Ñ Y beschrieben.

Das direkte Problem erfordert die Auswertung einer bekannten Ursache x P X, um die
Wirkung y P Y zu erhalten. Dies geschieht zum Beispiel, je nach Problem, durch das
Lösen eines Integrals, eines Randwertproblems oder sogar einer Evolutionsgleichung.
Oft gibt es dabei keine analytische Lösung, sodass auf numerische Lösungsverfahren
zurückgegriffen werden muss.

Umgekehrt sprechen wir vom inversen Problem, wenn die Rekonstruktion der Ursache
x P X zu einer beobachteten Wirkung y P Y , in dem Zusammenhang auch Daten
genannt, erforderlich ist. Im Kontext von partiellen Differentialgleichungen spricht man
dabei auch oft von Parameteridentifikationsproblemen, siehe [38], [39]. Charakteristisch
bei solchen Problemen ist, dass die Daten aus Messverfahren gewonnen werden, welche
Messfehler aufweisen. Oft quantifiziert man dabei den Messfehler durch den Rauschlevel
δ ą 0. Die direkte Inversion der Operatorgleichung (1.1) für verrauschte Daten yδ statt
y mit

}y ´ yδ}2Y ď δ (1.2)

führt zu unbrauchbaren Ergebnissen, falls das inverse Problem schlecht gestellt ist.
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Das klassische Konzept von Schlechtgestelltheit nach Hadamard ([31], [53], [43]) für
lineare Operatoren läuft dabei auf den folgenden entscheidenden Aspekt hinaus: Der
inverse Operator ist nicht stetig, d.h. die Lösung hängt nicht stetig von den Daten
ab. Im Wesentlichen gilt dieses Problem auch für nichtlineare Operatoren, wobei dort
das Konzept auf lokale Schlechtgestelltheit verallgemeinert wird, siehe [59]. Um trotz
verrauschter Daten eine stabile Lösung des inversen Problems zu erhalten, werden
Regularisierungsmethoden benötigt.

Klassische Verfahren für nichtlineare inverse Probleme sind zum Beispiel die Tikhonov-
Phillips-Regularisierung, das Verfahren der approximativen Inverse und insbesondere
iterative Methoden wie das nichtlineare Landweber-Verfahren, sowie Verfahren vom
Newton-Typ, siehe [23], [52], [40], [65]. Der iterative Prozess besteht im Minimieren
des Zielfunktionals

fpxq “
1
2}F pxq ´ y

δ
}

2
Y . (1.3)

Ausgehend von einem Startwert xp0q wird die Iterationsvorschrift

xpk`1q
“ xpkq ` λkpk (1.4)

durchgeführt, wobei sich die Berechnung der Schrittweite λk ą 0 und der Abstiegs-
richtung pk je nach Verfahren stark unterscheidet. Muss der Parameter x P X noch
Nebenbedingungen genügen, so sind zusätzliche Projektionsschritte notwendig. Bezüg-
lich der Abstiegsrichtung wird zum Beispiel für das klassische Landweber-Verfahren
in jedem Iterationsschritt k die negative Gradientenrichtung des Zielfunktionals (1.3)
berechnet, also

pk “ ´∇fpxpkqq “ ´F 1pxpkqq˚pF pxpkqq ´ yδq, (1.5)

wobei F 1 die sogenannte Fréchet-Ableitung und pF 1q˚ der zugehörige adjungierte Ope-
rator ist, vergleiche [40], [65]. Newton-Verfahren oder Quasi-Newton-Verfahren nutzen
die Gradientenrichtung zusammen mit Krümmungsinformationen (Hessematrix) um
eine Suchrichtung zu generieren. Die Schrittweitensteuerung basiert dabei oft auf
Liniensuchalgorithmen wie der Backtracking Liniensuche, siehe [3].

Wie in [32] und [40] für die Landweber-Methode oder in [74] für die sogenannten
Trust-Region Methoden diskutiert, ist eine Konvergenz nur dann zu erwarten, wenn
die Iteration (1.4) entsprechend gestoppt wird, z.B. mit Morozovs a-posteriori Dis-
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krepanzprinzip, siehe [56], [64]. Dabei wird die Iteration bis zum Abbruchindex k˚

durchgeführt, sodass

fpxpk˚qq ď ρδ ă fpxpkqq (1.6)

für alle k ă k˚ und ρ ą 1 gilt.
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1.2 IHTPs und Implizität des Vorwärtsoperators

Inverse Wärmetransferprobleme, auch Inverse Heat Transfer Problems (IHTPs) im
Englischen genannt, erlebten ihre Geburtsstunde bereits Ende der 50er Jahre mit den
erstenWeltraumprogrammen der UdSSR und der USA. Ein typisches Problem war etwa
die Hitzeschilderwärmung beim Wiedereintritt von Raumfahrzeugen in die Erdatmo-
sphäre, die so stark war, dass keine Messsensoren auf der Oberfläche des Schildes ange-
bracht werden konnten. Um trotzdem Informationen zu gewinnen, wurden Messsenso-
ren unter der Oberfläche eingebaut, um auf die Oberflächentemperatur rückzuschließen.
Aus einer beobachteten Wirkung (Temperatur im Schildinneren) wurde die Ursache
(Temperatur an Oberfläche des Schildes) bestimmt - ein inverses Wärmetransferpro-
blem und ein nichtlineares zugleich. Aufgrund der enormen Temperaturentwicklungen
kommt es zu Phasenverschiebungen und thermischen Ausdehnungen im Material, was
schließlich zu der Modellierung von temperaturabhängigen Materialparametern führt.

Weitere Beispiele für inverse Wärmetransferprobleme sind etwa die Bestimmung von
Wärmeflüssen und ebensolcher Materialparameter zur Charakterisierung des Wärme-
übergangs an den Grenzflächen bzw. Wärmeleitverhaltens im Material aus inneren
Temperaturmessungen. Dabei werden solche Wärmetransferprobleme in der oft eng-
lischsprachigen Literatur weiter klassifiziert. In [58] etwa unterscheidet der Autor zwi-
schen IHTP of conduction (Wärmeleit-), IHTP of convection (Wärmeübergangs-),
IHTP of surface radiation (Abstrahlungs-) oder auch IHTP of phase change (Pha-
senumwandlungsproblemen).
(Allgemeiner klassifiziert man auch bezüglich des zugrundeliegenden Anfangsrandwert-
problems: IHTP of boundary conditions, initial condition, source term etc., also inver-
sen Randwert-, Anfangswert- und Quelltermproblemen.)

Lange glaubte man, dass schlecht-gestellte inverse Probleme schlicht unlösbar sind bzw.
dass die Lösungen keine praktische Bedeutung hätten. Infolgedessen verloren Mathema-
tiker und Ingenieure eine Zeit lang das Interesse an inversen Wärmetransferproblemen.
Die allgemeine Regularisierungstheorie von Tikhonov ([70], [69]) als Initialzündung und
insbesondere auch die Monographien zu inversen Wärmetransferproblemen von Alifa-
nov ([1]) und Beck ([4]) entfachten das Interesse von Neuem.
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Heutzutage sind inverse Wärmetransferprobleme, auch aufgrund der zusätzlich gestie-
genen Rechenleistung von Computern, nicht mehr aus der Wissenschaft wegzudenken.
Speziell in Anwendungsbereichen, in denen praktische Experimente besonders zeitin-
tensiv oder mit hohen Kosten verbunden sind, ist der Wunsch nach einem ’digitalen
Zwilling’ ([9]) und die Nachfrage nach numerischen Simulationen und inverser Model-
lierung groß. Einige wenige Anwendungsbereiche sind: Raketentechnik, Motorentech-
nik, chemische Verfahrenstechnik, Nuklearforschung oder Astrophysik.

Ein weiteres Anwendungsbeispiel, die Metallurgie, ist für diese Arbeit besonders er-
wähnenswert. Dabei handelt es sich um die Wissenschaft, die das physikalische und
chemische Verhalten von metallischen Elementen und ihren Legierungen untersucht,
siehe [21]. Aufgrund der oft ganz spezifischen Aufgabenstellung erfordern inverse Wär-
metransferprobleme eine eigenständige Modellierung, die es zu einer schwierigen, aber
auch gleichzeitig spannenden Aufgabe macht.

Wegen des hohen Individualitätsgrades überrascht es nicht, dass es bereits eine Vielzahl
von Publikationen bezüglich inverser Wärmetransferprobleme in verschiedensten Zu-
sammenhängen (Existenz und Eindeutigkeitsaussagen, Numerische Verfahren, Konver-
genzuntersuchungen, Regularisierungstechniken) gibt, wobei oft von unterschiedlichen
Modellen, Messdatensätzen und Suchgrößen ausgegangen wird. Im Folgenden möchten
wir nur ein paar Beispiele von Forschungsergebnissen in diesem Bereich nennen, um
die Vielfalt zu verdeutlichen:

In [22] beweisen die Autoren die Eindeutigkeit von Lösungen des inversen Problems be-
züglich eines Modells mit konstanten Neumann-Randbedingungen und einer einzelnen
Randtemperaturmessung, indem sie Cannon’s Eindeutigkeitsergebnis (siehe [16]) für
den instationären Fall erweitern. Weitere einfache Modelle, unter der Voraussetzung
homogener Anfangstemperaturen und konstanten Temperaturleitfähigkeiten, werden
diesbezüglich auch von Cannon et al. diskutiert, siehe [15]. Weitere Forschungsresul-
tate zur Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen, sowie einige numerische Analysen
zum Abschreckprozess für ein Modell mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen fin-
den sich in [60], [68] und den darin enthaltenen Referenzen.

Inverse Wärmeleitprobleme (’inverse heat conduction problems’) umfassen ebenfalls
unterschiedliche Modelle, bei denen die Materialparameter nur von der Raumvariablen



1.2. IHTPs und Implizität des Vorwärtsoperators 19

([5], [26]) oder nur von der Zeitvariablen abhängen, siehe [36]. Auch die Bestimmung von
zeitlich und räumlich variierenden Materialparametern (in dem Fall Diffusionskoeffizi-
enten) sind üblich, siehe [44] und die darin enthaltenen Verweise. Methoden zur Lösung
der inversen Wärmeleitprobleme sind ebenfalls zahlreich vertreten. In [33] zum Beispiel
verwenden die Autoren eine auf dem Verfahren der konjugierten Gradienten basierende
Gleichungsfehlermethode (’Equation error method’), indem sie ein System von linearen
Operatorgleichungen für den Diffusionsparameter lösen. Cui et al. ([18]) studieren die
Sensitivitätsanalyse der ihnen zugrundeliegenden gradientenbasierten Verfahrensweise
unter Verwendung der Complex-Variable-Differentiation Methode (CVDM). Die nume-
rischen Ergebnisse zeigen, dass das Verfahren in der Lage ist die temperaturabhängigen
Materialparameter, d.h. die Koeffizienten von Polynomen zweiter Ordnung, zu identifi-
zieren. Anstatt die Materialparameter drastisch zu vereinfachen (durch z.B. Polynome
zweiter Ordnung), haben die Autoren in [34] ein Modell mit erhöhten Freiheitsgraden
untersucht, indem sie die temperaturabhängigen Materialparameter zu räumlich und
zeitlich abhängigen Funktionen transformiert haben.

Bei inversen Wärmeübergangsproblemen (’inverse heat convection problems’) zur Be-
stimmung von Wärmeflüssen, variieren die Modelle ebenfalls je nach Anwendung. Die
Wärmeflüsse (oder Variationen davon) sind dabei oft nur von der Zeitvariablen, nur
von der Raumvariablen oder von beiden abhängig, vgl. [67], [35], [78]. Modelle mit
temperatur- oder enthalpieabhängigen Wärmeflüssen, um etwa Leidenfrost-Effekte ab-
zubilden, sind zwar keine Neuheit, aber doch eher eine Seltenheit. Erwähnenswert dies-
bezüglich sind die mathematischen Modelle der Forschungsgruppe um Engl et al. zur
Bestimmung optimaler Kühlstrategien im Stranggussverfahren von Stahl mit variabler
Gießgeschwindigkeit, siehe [24], [25], [8], [30]. Im Speziellen verweisen wir auch auf
die Arbeit [46], in der die Autoren die optimale Ansteuerung eines Laminarkühlsys-
tems untersuchen. Dabei haben alle vorangegangenen Referenzen etwas gemeinsam:
Die Wärmeflüsse hängen zwar von der Temperatur bzw. Enthalpie ab, im zugrun-
deliegenden inversen Wärmetransferproblem sind diese Funktionen aber als bekannt
vorausgesetzt.

Die Bestimmung temperatur- oder enthalphieabhängiger Wärmeflüsse in Bezug auf in-
verse Wärmetransferprobleme scheint in der aktuellen Literatur wenig untersucht zu
sein, obwohl das Leidenfrost-Phänomen ein bekanntes Problem ist und mehr Aufmerk-
samkeit erhält, wenn es um experimentelle Forschung für verschiedene Kühlspezifika-
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tionen geht, vgl. [29], [7].

Der Grund dafür ist der folgende: Typischerweise repräsentiert der Vorwärtsoperator
F den Ursache-zu-Wirkung Zusammenhang. Eine Ursache x wird einer Wirkung y zu-
geordnet. Ist die Ursache selbst eine Funktion von der Wirkung, so ist eine explizite
Darstellung einer Operatorgleichung der Form (1.1) schlicht nicht möglich. Vielmehr
ist der Zusammenhang implizit gegeben, bei entsprechender Definition etwa durch

F pxpyq, yq “ 0. (1.7)

Die Behandlung solcher inverser Probleme nach klassischem Muster ist nicht möglich.
Üblicherweise behilft man sich, indem man die Darstellung xpyq derart vereinfacht,
dass durch eine Entkopplung wieder eine explizite Darstellung möglich ist. Als Beispiel
erwähnen wir den Polynomialansatz

xpyq “
n
ÿ

i“1
xiy

i´1. (1.8)

der so auch in inversen Wärmetransferproblemen Anwendung findet, siehe [54], [18].
So kann die Implizität umgangen werden und statt (1.7) definiert man den Vorwärts-
operator explizit durch

F pxq “ y, (1.9)

wobei x “ px1, . . . , xnq
T P Rn. Hinsichtlich inverser Probleme sind solche Darstellun-

gen jedoch problematisch und meist nur in einem simulierten Setting zu gebrauchen.
Wir diskutieren diesen Zusammenhang in Kapitel 3 und schlagen dort den PCHIP-
Interpolationsansatz vor, mit dem wir die Implizität überwinden können ohne die
Struktur der Lösung einzuschränken.
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1.3 Motivation

Ein Optimalsteuerungsproblem

Die zugrundeliegende Aufgabenstellung dieser Arbeit findet Motivation in einem Opti-
malsteuerungsproblem ([80], [72]) in der Stahlindustrie, insbesondere im sogenannten
ACC (Accelerated Cooling, s. [20]) Kühlprozess. Dabei sollen Kontrollparameter so
eingestellt werden, dass gewisse Strategieparameter erfüllt sind.

Der Zusammenhang ist hierbei der folgende: Der ACC Prozess ist eine Schlüsseltech-
nologie bei der Herstellung von TMCP (Thermo-Mechanically Controlled Processed,
s. [57]) Stahlplatten. Dabei werden solche Platten zunächst einem Walzprozess und
anschließend einer starken Kühlung unterzogen.

Abbildung 1.1: Erhitzte Stahlplatte vor dem Walzgerüst,
danach erfolgt die (ACC) Kühlung aus der Walzhitze, © Dillinger
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Diese thermische Behandlung führt zu einer Gefügeveränderung und komplexen Mi-
krostruktur im Material, was eine erhöhte Festigkeit und Bruchzähigkeit zur Folge hat,
siehe [71], [49]. Dabei wird ebendiese Mikrostruktur stark durch die Temperaturent-
wicklung während des Kühlprozesses sowie durch Eigenspannungen und Ebenheitsver-
formungen beeinflusst. Durch das Studium des Zusammenhangs der Temperaturent-
wicklung und den Werkstoffeigenschaften können metallurgisch fundierte Prognosen
getroffen werden. Die Einstellung eines vorgegebenen Temperaturverlaufs (Strategie-
parameter) durch die richtige Wahl der Kontrollparameter, so die Idee, führt dann zum
gewünschten Produkt. In Hinblick auf das Plattendesign und die Verarbeitung des Ma-
terials ist von daher die vollständige Kontrolle der Temperaturentwicklung erstrebens-
wert. Sie kann nur durch eine thermophysikalische Charakterisierung des Materials und
des Kühlsystems erreicht werden. Wir möchten im Folgenden die Wahl der Kontroll-
parameter genauer erläutern. Dazu skizzieren wir eine typische ACC Kühlanlage, siehe
Abbildung 1.2.

y

z

x

Abbildung 1.2: Skizze einer ACC Kühlanlage

Das Kühlverfahren kann dann wie folgt vereinfacht beschrieben werden. Mehrere Trans-
portrollen befördern die noch heiße Stahlplatte (ca. 1000´ 1200 Kq in y´Richtung zur
Kühlanlage, welche aus mehreren Wasserkühlzonen besteht.1 Der Stahl wird in jeder
solcher Zonen vollflächig jeweils oben und unten in Bezug auf die y´z´Ebene mit Was-
ser beaufschlagt. Die Abkühldynamik an einer heißen Grenzfläche ist dabei aufgrund
auftretender Leidenfrost-Effekte hoch komplex, siehe [73].

1Durch die Punkte in der Abbildung ist angedeutet, dass es sich in der Tat um mehr als nur 3
Wasserkühlzonen handelt. Eine typische Konfiguration einer z.B. 30 m langen Kühlanlage umfasst 30
Kühlzonen.
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Der Effekt lässt sich wie folgt vereinfacht erklären. Wegen der heißen Oberfläche der
Stahlplatte bildet sich zunächst eine Dampfschicht, die den direkten Kontakt mit der
Kühlflüssigkeit verhindert. Diese Dampfschicht hemmt den Wärmeentzug zunächst und
bricht erst bei Unterschreitung einer kritischen Oberflächentemperatur (Leidenfrost-
punkt, [6]) ein. Der nun direkte Kontakt der noch heißen Platte zur Kühlflüssigkeit
(Wasser bei Raumtemperatur) führt schließlich zu einem sprunghaften Anstieg im
Wärmefluss und somit einem stärkeren Wärmeentzug, siehe Abbildung 1.3. Das er-
neute Abklingen des Wärmeflusses lässt sich darauf zurückführen, dass die Oberfläche
die Temperatur des Kühlwassers annimmt und mit der Zeit kein effektiver Wärmeent-
zug mehr vorhanden ist. Die gesamte Temperaturentwicklung während des Kühlpro-

Oberflächentemperatur bzw. -enthalpie

W
är
m
efl
us
s

Leidenfrostpunkt

Abbildung 1.3: Wärmeflussskizze und Leidenfrostpunkt, wir nähern uns im Abkühl-
prozess von rechts nach links, d.h. von hohen zu niedrigen Oberflächentemperaturen

zesses hängt dabei auch wesentlich vom gefahrenen Kühlplan ab. Ein Kühlplan wird
(vereinfacht) spezifiziert durch

(i) die Vorschubgeschwindigkeit v der Stahlplatte, sowie

(ii) die Wasserbeaufschlagungsmengen w aller Kühlzonen.

Im Sinne des angesprochenen Optimalsteuerungsproblems sind dies die sogenannten
Kontrollparameter. Zu gegebenen Strategieparametern (z.B. Abkühlrate, Endkühltem-
peratur, etc.), welche metallurgisch gewisse Werkstoffeigenschaften implizieren, soll also
ein Kühlplan pv, wq bestimmt werden.
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Nicht untypisch für solche Optimalsteuerungsprobleme, müssen auch in unserem Fall
sowohl die Kontroll- als auch die Strategieparameter Nebenbedingungen erfüllen. Die
Kontrollparameter, beschränkt von der maximalen Vorschubgeschwindigkeit und den
maximalen Wasserbeaufschlagungsmengen, erfüllen klassische Box-Constraints, wäh-
rend die Strategieparameter einer physikalischen Differentialgleichung, genauer einem
nichtlinearen Anfangsrandwertproblem, genügen müssen, siehe Kapitel 2.

Problematisch ist hierbei, wenn Funktionen des Anfangsrandwertproblems unbekannt
sind. Deswegen möchten wir (für einen festen Kühlplan) eine Vorgehensweise entwi-
ckeln, die diese Funktionen aus inneren Temperaturmessungen identifiziert. Insbeson-
dere handelt es sich dabei um die Bestimmung des Wärmeübergangsverhalten an den
Grenzflächen, speziell die Oberflächenenthalpieabhängigkeit der Wärmeflüsse.

Im Folgenden möchten wir das eindimensionale Setting des Modells motivieren.
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Messaufbau für 1D Modell

In der Regel sind die Stahlplatten sehr dünn (x-Richtung) im Vergleich zu ihrer Länge
(y-Richtung) und Breite (z-Richtung), siehe Abbildung 1.4 für eine verzerrte Darstel-
lung der Abmessungen. Eine Wasserbeaufschlagung der y´z´Grenzflächen bei solchen

Länge

Dicke

Breite

y

z

x

Abbildung 1.4: Typische Länge-Dicke-Kombinationen liegen im Bereich zwischen
(A) 30 m zu 30 mm (Faktor 1000), und (B) 10 m zu 200 mm (Faktor 50)

Stahlplatten führt offensichtlich zu einem Wärmeentzug, der hauptsächlich über die Di-
cke in x-Richtung abgetragen wird. Da jede Stelle der Platte in Längsrichtung y durch
die ACC Kühlanlage fährt, also insbesondere die gleiche Kühlung erfährt, können wir
ein dimensionsreduziertes Modell betrachten, bei dem die Temperaturverteilung von
3D Stahlplatten in der ACC Kühlung durch eine 1D Wärmeleitungsgleichung über
die Dicke der Platte beschrieben werden kann. Um für ein solches 1D Modell Daten
zu generieren, werden Temperaturmessungen während des Kühlprozesses benötigt, die
bestenfalls mehrere Messtiefen (für verschiedene x-Werte) abgreifen.

Wie in Abbildung 1.4 durch die roten Punkte angedeutet, geschieht das durch das
Einsetzen von sogenannten Thermoelementen.
Dabei ist hier nur exemplarisch die Mindestanzahl von drei Thermoelementen skiz-
ziert, die für das Setting dieser Arbeit empfohlen werden. In dem Beispiel messen zwei
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1050
950

850 60
Temperatur in °K

50750 40

Zeit in Sekunden
30650 2010550

x
2D Ansicht

Abbildung 1.5: Minimalbeispiel mit 3 Thermoelementen und die jeweiligen Tempera-
turmessungen während einer Kühlung

oberflächennahe Thermoelemente die unmittelbare Temperaturauswirkung bei Wasser-
beaufschlagung (0 ´ 25 s) und der anschließenden Erholung an der Luft (25 ´ 60 s),
während eine Kernmessung die zeitverzögerte Kühlung im Inneren des Materials auf-
zeichnet, siehe Abbildung 1.5.

Die Instrumentalisierung einer Stahlplatte zur Generierung von realen Messdaten ist
in Abbildung 1.6 verdeutlicht. Ein Coupon mit Thermoelementen wird in die Mitte der
Stahlplatte eingesetzt und die Temperaturen werden im Datenlogger aufgenommen.

Im Allgemeinen modellieren wir in dieser Arbeit d ą 0 Thermoelemente, die in den
Messtiefen xj für j “ 1, . . . , d platziert werden. Jedes Thermoelement misst dabei die
Temperatur zum Zeitpunkt ti für i “ 1, . . . ,m. Die Messdaten können anschließend in
einer Temperatur- bzw. Enthalpiematrix1 uδ P Rdˆm zusammengefasst werden.

1Wie wir später sehen werden, ist die Enthalpie in unserer Arbeit lediglich eine Transformierte
der Temperatur.
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Abbildung 1.6: Versuchsblech (vor der Kühlung) zur Generierung von realen Messdaten,
Datenlogger mit Schutz gegen die Hitze angebracht, © Dillinger

1.4 Ziele und Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 modellieren wir zunächst, zusammen mit den Anfangs- und Randbe-
dingungen, die enthalpieabhängige 1D Wärmetransfergleichung, welche die wichtigs-
ten Phänomene des ACC Kühlprozesses mit einbezieht. Anschließend untersuchen wir
die Existenz und Eindeutigkeit von Enthalpielösungen u des vollständigen Anfangs-
randwertproblems (ARWPs), indem wir verschiedene Ansätze verfolgen. Zum einen
untersuchen wir klassische Lösungen im 1D Setting unter Anwendung der von
Ladyzhenskaya et al. ([45]) vorgeschlagenen Theorie. Zum anderen prüfen wir die Exis-
tenz sogenannter starker Lösungen, indem wir das ARWP in ein abstraktes Cauchy-
Problem transformieren und den von Brezis in [10] eingeführten Ansatz der pseudomo-
notonen Operatoren studieren. Dies führt zu einer Lösung u P U in einem schwächeren
Sinne, bei dem die Anforderungen an die am ARWP beteiligten Funktionen nicht so
streng sind wie bei klassischen Lösungen. Insbesondere spezifizieren wir den Lösungs-
raum U in diesem Kapitel.
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In Kapitel 3 gehen wir auf das inverse Wärmetransferproblem zur Bestimmung der un-
bekannten Wärmeflüsse ein. Wir definieren den Beobachtungsoperator Q und den ex-
plizit definierten Lösungsoperator S, indem wir dessen Implizität durch einen Parame-
trisierungsansatz auflösen, ohne das Modell einzuschränken. Dabei motivieren wir den
PCHIP-Interpolationsansatz und vergleichen diesen mit anderen Parametrisierungsan-
sätzen. Anschließend definieren wir das (unter Nebenbedingungen) zu minimierende
Zielfunktional und bestimmen eine Vorschrift zur Berechnung des Gradienten. Zur Be-
stimmung des sogenannten adjungierten Zustands leiten wir eine auf der Lösung eines
Endwertproblems basierende Integraldarstellung her.

Das Ziel in Kapitel 4 ist die Implementierung des von Kim et al. ([42]) vorgeschla-
genen iterativen Quasi-Newton-Projektionsverfahrens, auch PQN-Verfahren genannt.
Wir testen das PQN-Verfahren, sowie das gedämpfte Landweber-Verfahren, auf Basis
des hergeleiteten Gradienten des Zielfunktionals, indem wir ein experimentelles Setting
festlegen, verrauschte Messdaten generieren und das inverse Wärmetransferproblem lö-
sen. Wir schließen das Kapitel mit einem Vergleich der numerischen Resultate.

Zusätzlich geben wir in Kapitel 5 eine Kurzzusammenfassung eines weiteren inversen
Wärmetransferproblems an, welches auf die Grundidee des Auflösens eines implizit
definierten Lösungsoperators durch geschicktes Parametrisieren zurückgreift. Speziell
handelt es sich dabei um die Bestimmung des Wärmeleitverhaltens im Inneren des
Körpers, insbesondere den temperaturabhängigen Materialparametern. Dieses Kapitel
ist heuristisch motiviert und dient lediglich zur Vermittlung der Idee und des numeri-
schen Ansatzes. Wir schließen die Arbeit mit einem Fazit und Ausblick für zukünftige
Forschung.



2. 1D Wärmeleitungsgleichung

2.1 Mathematische Modellierung

In diesem Kapitel möchten wir ein 1D Wärmetransfermodell herleiten, das zwar die
ACC Kühlanlage nicht vollständig abdeckt, aber zumindest die charakteristischen Phä-
nomene mit einbezieht. Dazu zählt insbesondere

(i) die Phasenumwandlung des Materials aufgrund hoher Temperaturgradienten,

(ii) sowie die Leidenfrost-Effekte an den gekühlten Rändern.

Wir begegnen beiden Punkten durch die Einführung temperaturabhängiger Funktio-
nen, wobei wir uns auf fundamentale Erhaltungssätze der Thermodynamik berufen,
siehe [37].

Sei L ą 0 die Dicke der Stahlplatte und T ą 0 die Untersuchungszeit des Kühlvorgangs.
Außerdem sei

θ : I ˆ Ω̄ Ñ R` (2.1)

die Temperatur im Raumpunkt x P Ω :“ p0, Lq zur Zeitvariablen t P I :“ r0, T s. Mit Ω̄
bezeichnen wir wie üblich den Abschluss von Ω. Der Rand BΩ von Ω besteht dabei aus
den zwei Punkten x “ 0 und x “ L, die wir mit der Plattenunterseite bzw. -oberseite
in Verbindung setzen.

Mit

upt, xq :“ Ĉpθpt, xqq :“
θpt,xq
ż

θ

Cpξq dξ ą 0, (2.2)

definieren wir die Enthalpie, wobei in unserem Fall θ “ 273.15 K p“ 0˝ C) ist. Hierbei
ist C : R` Ñ R` die temperaturabhängige Wärmekapazität, also das Produkt aus
Materialdichte und spezifischer Wärmekapazität. In der Hinsicht ist die Enthalpie eine
Temperatur-Transformierte (via Ĉ) und ein Maß für die gespeicherte Energie zum
Zeitpunkt t im Punkt x.

29
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Da Ĉ 1 “ Cpθq ą 0, existiert die Enthalpie-zu-Temperatur-Abbildung Ĉ´1 mit

θ “ Ĉ´1
puq. (2.3)

Die gespeicherte Wärmemenge Qptq in einem beliebigen Teilintervall ra, bs Ă Ω für
0 ă a ă b ă L zum Zeitpunkt t ě 0 ist gegeben durch

Qptq “

ż b

a

upt, xq dx. (2.4)

Die zeitliche Änderung der Wärmemenge Q hat dann die Gestalt

d
dtQptq “

ż b

a

ut dx “
ż b

a

Cpθqθt dx, (2.5)

wobei wir im Laufe der Arbeit zur besseren Lesbarkeit wie hier manchmal auf die
Variablen pt, xq verzichten und die Ableitungen d

dt p¨q und
d

dx p¨q durch p¨qt bzw. p¨qx
abkürzen.
Andererseits kann sich die Wärmemenge nach dem Prinzip der Energieerhaltung nur
dann ändern, wenn Wärme nach außen verloren geht oder von außen aufgenommen
wird. Wir definieren zunächst die Vorzeichenfunktionen

saptq : “ sgn pθxpt, aqq , (2.6)
sbptq : “ sgn pθxpt, bqq . (2.7)

Laut dem Fourier’schen Gesetz ist der Betrag eines Wärmeflusses |q| proportional zu
sgn pθxq θx. Der Proportionalitätsfaktor ist dabei die Wärmeleitfähigkeit k : R` Ñ R`.
Wir erhalten somit

|qa| “ sakpθqθx ą 0, t P I, x “ a, (2.8)
|qb| “ sbkpθqθx ą 0, t P I, x “ b. (2.9)

Ob nun bei x “ a und x “ b ein Wärmezufluss oder -abfluss stattfindet hängt wiederum
von θx ab. Für θxpt, aq ă 0 handelt es sich um einen Zufluss, für θxpt, aq ą 0 um einen
Abfluss. Bei x “ b gilt das Umgekehrte. Für θxpt, bq ă 0 sprechen wir von einem
Abfluss, während θxpt, bq ą 0 auf einen Zufluss hindeutet.
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Die zeitliche Änderung der Wärmemenge, also die Summe aus allen Zu- und Abflüssen,
kann dann kompakt geschrieben werden durch

d
dtQptq “ ´sa|qa| ` sb|qb|. (2.10)

Einsetzen von (2.8) - (2.9) liefert

d
dtQptq “ kpθqθx|x“b ´ kpθqθx|x“a “

ż b

a

pkpθqθxqx dx. (2.11)

Da die Herleitung der Integrale in (2.5) und (2.11) für t P I und beliebige Teilintervalle
ra, bs P Ω gilt, können wir annehmen, dass die Integranden punktweise in pt, xq P I ˆΩ
übereinstimmen müssen. Somit erhalten wir die quasilineare1 1D Wärmeleitungsglei-
chung zweiter Ordnung mit

Cpθqθt “ pkpθqθxqx t P I, x P Ω, (2.12)

die mithilfe der temperaturabhängigen Materialparameter C und k die oben erwähnte
Phasenumwandlung in das Modell integrieren.

Eine Darstellung von (2.12) in Abhängigkeit von der Enthalpie u ist möglich mithilfe
der Kirchhoff Transformierten

αpuq : “
θ
ż

θ

kpξq dξ (2.3)
“

Ĉ´1puq
ż

θ

kpξq dξ, sodass (2.13)

α1puq “ k
´

Ĉ´1
puq

¯´

Ĉ´1
puq

¯1

“
kpθq

Cpθq
. (2.14)

Der Quotient k
C

ist dabei die Temperaturleitfähigkeit. In dem Sinne ist α1 ein enthal-
pieabhängiger Repräsentant (die Enthalpieleitfähigkeit) für diese Größe, welche häufig
in der Literatur nur in Abhängigkeit von der Temperatur angegeben wird.

1Dabei nennen wir eine Differentialgleichung quasilinear, wenn die höchste Ableitung im Ort nur
mit einer Funktion niedriger Ordnung multipliziert ist. In unserem Fall gilt

pkpθqθxqx “ kpθqθxx ` k
1pθqθ2

x.
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Wegen ut “ Cpθqθt und ux “ Cpθqθx kann die Wärmeleitungsgleichung (2.12) alterna-
tiv durch

ut “ pα
1
puquxqx, t P I, x P Ω (2.15)

dargestellt werden.

Um das mathematische Modell zu vervollständigen, geben wir im Folgenden noch
Anfangs- und Randinformationen an. Dazu sei mit

θ “ θ0, t “ 0, x P Ω̄ (2.16)

eine Anfangstemperatur fixiert.

Für x P BΩ betrachten wir die Newton-Randbedingungen

q0 “ h0pθq pθ ´ θwq , t P I, x “ 0, (2.17)
qL “ hLpθq pθ ´ θwq , t P I, x “ L, (2.18)

wobei θw ą 0 die Temperatur des Kühlwassers und h0 und hL die sogenannten Wär-
meübergangskoeffizienten sind. Um die genannten Leidenfrost-Effekte zu modellieren,
wird hier von h0 und hL die Abhängigkeit von der Oberflächentemperatur gefordert,
vergleiche Abbildung 1.3.

Da es sich in beiden Randpunkten um Wärmeabflüsse handelt, können wir annehmen,
dass θxpt, 0q ą 0 und θxpt, Lq ă 0. Gleichsetzen von (2.17) - (2.18) mit

q0 “ `kpθqθx, t P I, x “ 0, (2.19)
qL “ ´kpθqθx, t P I, x “ L, (2.20)

liefert uns schließlich das Anfangsrandwertproblem (ARWP)

Cpθqθt “ pkpθqθxqx, t P I, x P Ω, (2.21)
kpθqθx “ h0pθq pθ ´ θwq , t P I, x “ 0, (2.22)
´kpθqθx “ hLpθq pθ ´ θwq , t P I, x “ L, (2.23)

θ “ θ0, t “ 0, x P Ω̄. (2.24)
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Da die Kenntnis einer alternativen Darstellung des ARWPs bzgl. der Enthalpie wichtig
für das weitere Vorgehen ist, betrachten wir

ut “ pα
1
puquxqx, , t P I, x P Ω, (2.25)

α1puqux “ β0puq, t P I, x “ 0, (2.26)
´α1puqux “ βLpuq, t P I, x “ L, (2.27)

u “ u0, t “ 0, x P Ω̄, (2.28)

und wählen die Anfangsenthalpie durch u0pxq :“ Ĉpθ0pxqq. Damit die beiden An-
fangsrandwertprobleme denselben Prozess beschreiben und die enthalpieabhängigen
Wärmeflüsse kompatibel sind, nutzen wir (2.3) und setzen

β0puq :“ h0pĈ
´1
puqqpĈ´1

puq ´ θwq, (2.29)
βLpuq :“ hLpĈ

´1
puqqpĈ´1

puq ´ θwq. (2.30)

Für das ARWP (2.25) - (2.28) wird die Wärmeleitung im Inneren durch α1 (an Stelle
von C und k) bestimmt, während der Wärmeübergang am Rand durch β0, βL ą 0
(anstatt h0, hL ą 0) vorgeschrieben wird. Die Phänomene Phasenumwandlung und
Leidenfrost sind dabei durch die jeweilige Enthalpieabhängigkeit abgedeckt.

Ein wichtiger Aspekt hinsichtlich der weiteren Betrachtung inverser Probleme ist die
Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen u des ARWPs (2.25) - (2.28).
Wir möchten dieser Frage in den nachfolgendenen Abschnitten nachgehen, indem wir
zwei verschiedene Ansätze verfolgen. Zum einen betrachten wir kurz klassische Lö-
sungen unter Anwendung der von Ladyzhenskaya et al. vorgeschlagenen Theorie, siehe
[45]. Auf der anderen Seite untersuchen wir die Existenz sogenannter starker Lösungen,
indem wir das ARWP in ein abstraktes Anfangswertproblem (auch Cauchy-Problem
genannt) umformulieren und anschließend die von Breziz in [10] eingeführte Theorie
pseudomonotoner Operatoren nutzen. Der zweite Ansatz der starken Lösungen wird
dabei viel ausführlicher behandelt und führt zu einer Lösung in einem schwächeren
Sinne, d.h. die Anforderungen an die an dem ARWP beteiligten Funktionen sind nicht
so streng. Am Ende des Kapitels geben wir einen geeigneten Lösungsraum U an, mit
dem wir in der Lage sind einen wohldefinierten Vorwärtsoperator zu definieren.
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2.2 Existenz und Eindeutigkeit klassischer Lösungen

Sei ausnahmsweise für diesen Abschnitt I :“ p0, T q das offene Zeitintervall. Außerdem
sei Q̄ :“ Ī ˆ Ω̄ und l P p0, 1q. Mit H2`l,1`l{2pQ̄q bezeichnen wir den Hölder-Raum
bestehend aus stetigen Funktionen u P C2,1pQ̄q, d.h. die Funktionen sind 2-mal stetig
differenzierbar in x P Ω̄ und 1-mal stetig differenzierbar in t P I, die zusätzlich noch
hölderstetig in x bzw. t mit Exponent l bzw. l{2 sind. Letzteres heißt, dass eine Kon-
stante C ą 0 existiert, sodass

max
x1,x2PΩ

|upt, x1q ´ upt, x2q| ď C|x1 ´ x2|
l, @t P Ī , (2.31)

max
t1,t2PI

|upt1, xq ´ upt2, xq| ď C|t1 ´ t2|
l{2, @x P Ω̄. (2.32)

Um die Existenz und Eindeutigkeit einer klassischen Lösung u P H2`l,1`l{2pQ̄q Ă

C2,1pQ̄q nachzuweisen, modifizieren wir das ursprüngliche Ergebnis von Ladyzhenskaya
et al. ([45]) im nachfolgenden Lemma auf unseren 1D-Fall.

Lemma 2.2.1. Gegeben sei das Anfangsrandwertproblem zweiter Ordnung

ut “ apx, t, uquxx ´ bpx, t, u, uxq, t P I, x P Ω, (2.33)
ap0, t, uqux “ Φp0, t, uq, t P I, x “ 0, (2.34)

´apL, t, uqux “ ΦpL, t, uq, t P I, x “ L, (2.35)
u “ Φ0, t “ 0, x P Ω̄, (2.36)

wobei die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

apx, t, uq ą 0, für pt, xq P Ω̄ˆ p0, T s, (2.37)
´ubpx, t, u, 0q ď c1u

2
` c2, für pt, xq P Ωˆ p0, T s, c1, c2 ě 0, (2.38)

´uΦpx, t, uq ă 0, für |u| ą 0, pt, xq P Ī ˆ t0, Lu. (2.39)

Für beliebige p, pt, xq P Q̄ und |u| ă 8 seien die Funktionen apx, t, uq, bpx, t, u, pq und
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Φpx, t, uq außerdem stetig differenzierbar in ihren Argumenten so, dass gilt:

apx, t, uq ď c, (2.40)
|au, ax, at, auu, aut, aux, axt| ď c, (2.41)
|Φ,Φu,Φx,Φt,Φuu,Φut,Φux| ď c, (2.42)

|bpx, t, u, pq| ď cp1` p2
q, (2.43)

|bp|p1` |p|q ` |bu| ` |bt| ď cp1` p2
q, für c ą 0. (2.44)

Weiterhin seien für |p| ă 8 und l P p0, 1q die Funktionen axpx, t, uq, bpx, t, u, pq und
Φxpx, t, uq hölderstetig in x mit Exponent l. Die Funktion Φxpx, t, uq sei zusätzlich noch
hölderstetig in t mit Exponent l{2. Gilt schließlich

Φp0, 0, 0q “ ΦpL, 0, 0q “ 0, (2.45)

so besitzt das Anfangsrandwertproblem (2.33) - (2.36) eine eindeutige Lösung u P

H2`l,1`l{2pQ̄q.

Beweis. Siehe Satz 7.4 in [45].

Bemerkung 2.2.2. Zur besseren Unterscheidung der Ableitungen haben wir im obigen
Lemma tiefgestellte u für die entsprechende Ableitung verwendet. Wenn klar ist um
welche Ableitung es sich handelt, verwenden wir jedoch auch die Strich-Notation, z.B.
α1puq anstelle von αupuq.

Satz 2.2.3. Sei für α P C3

0 ă c1 ď α1 ď c2 ă 8, (2.46)
|α2| ď c3, |α3| ď c4, (2.47)

und für 0 ă β0, βL P C2

|β0, βL| ď c5, |β10, β
1
L| ď c6, |β20 , β

2
L| ď c7, (2.48)

für Konstanten c1, . . . , c7 ą 0 erfüllt. Gilt

β0p0q “ βLp0q “ 0, (2.49)
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so hat das ARWP (2.25) - (2.28) eine eindeutige Lösung u P H2`l,1`l{2pQ̄q Ă C2,1pQ̄q

für alle l P p0, 1q.

Beweis. Differenzieren der rechten Seite von (2.25) liefert

ut “ α1puquxx ` α
2
puqu2

x. (2.50)

Mit der Wahl

apx, t, uq :“ α1puq, bpx, t, u, pq :“ ´α2puqp2, Φ0 :“ u0,

Φp0, t, uq :“ β0puq und ΦpL, t, uq :“ βLpuq

folgen die Bedingungen (2.37) - (2.40) und (2.45) direkt aus den Voraussetzungen (2.46)
und (2.49). Die Beschränktheit der Ableitungen (2.41) - (2.42) resultiert aus (2.47) -
(2.48).

Für c :“ 2p2c3 ` c4q können wir (2.43) - (2.44) zeigen mit

|bpx, t, u, pq| “ | ´ α2puqp2
| ď c3p

2, und
|bp|p1` |p|q ` |bu| ` |bt| “ |2α2puqp|p1` |p|q ` | ´ α3puqp2

|

ď 2c3p|p| ` p
2
q ` c4p

2

ď p2c3 ` c4qp|p| ` p
2
q

ď p2c3 ` c4qp2` p2
` p2

q

ď cp1` p2
q.

Da in unserem Fall ax “ Φx “ 0 und b nicht explizit von x bzw. t abhängt, sind diese
Funktionen Hölder-stetig für beliebige Exponenten l bzw. l{2 für l P p0, 1q. Somit folgt
die Existenz einer eindeutigen klassischen Lösung u P H2`l,1`l{2pQ̄q aus Lemma 2.2.1.

Eine klassische Lösung u von (2.25) - (2.28) hat zwar den Vorteil, dass das ARWP
punktweise erfüllt ist, der überwiegende Nachteil liegt aber an den zu strengen Voraus-
setzungen des Satzes 2.2.3. Außerdem erfordern klassische Lösungen in Bezug auf die
weitere Behandlung des inversen Problems aufgrund des Banachraum-Settings zusätz-
liche technische Werkzeuge, vgl. [65], [41].
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Wir zeigen im Folgenden, dass diese Einschränkung umgangen werden kann und wir
das weitere Vorgehen in einem Hilbertraum-Setting durchführen können. Aus diesem
Grund wollen wir die Theorie der starken Lösungen vorstellen, bei denen Lösungen
auch unter schwächeren Annahmen existieren können.
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2.3 Starke Lösungen abstrakter Cauchy-Probleme

Wir möchten zunächst die weiteren Schritte motivieren und einen kurzen historischen
Rückblick geben. Die mathematischen Begrifflichkeiten werden dabei erst im nächsten
Abschnitt definiert.

Die Existenztheorie starker Lösungen ist eng verknüpft mit der Theorie pseudomo-
notoner Operatoren, welche ursprünglich für die Lösung gewisser stationärer (zeitun-
abhängiger) Probleme herangezogen wurden. Genauer wurden pseudomonotone Ope-
ratoren von Brezis in [10] als eine Verallgemeinerung der monotonen Operatoren und
der zugehörigen Theorie von Minty und Browder ([55]) eingeführt, die die Existenz von
Lösungen u P X für abstrakte Operatorgleichungen der Art

Apuq “ f in X˚ (2.51)

garantiert. Hier ist A : X Ñ X˚ ein monotoner Operator und X ein reflexiver Ba-
nachraum mit Dualraum X˚. Mit Hinblick zur Anwendung der Theorie von Minty-
Browder, etwa bei Existenzaussagen gewisser Randwertprobleme bestimmt durch ellip-
tische oder parabolische Differentialgleichungen, war es wiederum Browder, der die Ver-
knüpfung zwischen nichtlinearer Funktionalanalysis und nichtlinearen partiellen Diff-
erentialgleichungen untersuchte und umfangreiche Forschungsergebnisse präsentierte,
siehe [12, 13, 14].

In [79] erklärt der Autor die Grundidee zur Theorie der nichtlinearen monotonen Opera-
toren in der Art, dass sie als Verallgemeinerung des folgenden elementaren Ergebnisses
zu verstehen ist:

Sei eine nichtlineare Funktion F : RÑ R und die Gleichung

F pxq “ y

gegeben. Dann existiert eine Lösung x P R für alle y P R unter den folgenden Voraus-
setzungen:

a) F ist monoton.

b) F ist stetig.

c) F pxq Ñ ˘8 für xÑ ˘8.
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Kann man gewährleisten, dass die Funktion F sogar streng monoton ist, so ist die
Lösung sogar eindeutig. Die Aussage kann mit dem Zwischenwertsatz bewiesen werden.

Die Verallgemeinerung (Satz von Minty-Browder) für abstrakte Operatorgleichungen
der Form (2.51) kann als das nichtlineare Analogon zum Satz von Lax-Milgram auf-
gefasst werden, siehe [51]. Der Satz von Minty-Browder besagt, dass ein Operator A
surjektiv ist, wenn gilt:

a’) A ist monoton.

b’) A ist hemistetig.

c’) A ist koerziv. (2.52)

Insbesondere bedeutet dies also, dass für alle rechten Seiten f P X˚ eine Lösung u P X
existiert mit Apuq “ f. Ist der Operator A strikt monoton, so ist die Lösung sogar
eindeutig. Die Begrifflichkeiten (Monotonie, Hemi-Stetigkeit, Koerzivität) werden da-
bei im nächsten Abschnitt definiert. Dem erfahrenen Leser sollte jedoch schon jetzt ins
Auge fallen, dass es sich bei der Voraussetzung a’), b’) und c’) jeweils um eine Verallge-
meinerung der Punkte a), b) und c) handelt. Es ist hervorzuheben, dass die Monotonie
eines Operators A auf allgemeinen Banachräumen keinen direkten Zusammenhang mit
der Monotonie von Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Räumen in Bezug auf
eine Ordnungsrelation hat, die Idee aber trotzdem sehr anschaulich ist.

In Verbindung mit quasilinearen partiellen Differentialgleichungen und den zugehöri-
gen abstrakten Operatorgleichungen kann man allerdings nicht immer garantieren, dass
der Operator A monoton ist. Um den Satz von Minty-Browder für solche Operatoren
zu modifizieren, ist eine Abschwächung des Monotonie-Begriffes notwendig, welches zu
dem von Brezis angesprochenen Konzept der pseudomonotonen Operatoren führte.

Die Vorgehensweisen von Minty-Browder (für monotone und hemistetige) und von
Brezis (für pseudomonotone Operatoren) können auf Evolutionsgleichungen erweitert
werden. Unter Zunahme einer zeitlichen Variable handelt es sich dann um instatio-
näre Probleme, welche als ein abstraktes Anfangswertproblem (auch abstraktes Cauchy-
Problem genannt) in der Form

du
dt ` Apuptqq “ fptq für fast alle t P I,
up0q “ u0,

(2.53)
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aufgefasst werden kann.

Wir möchten im Folgenden zunächst auf die mathematischen Grundlagen und die not-
wendigen Definitionen im stationären Fall (2.51) eingehen, bevor wir im übernächsten
Abschnitt zum instationären Fall, also zu den abstrakten Cauchy-Problemen der Form
(2.53), übergehen.

2.3.1 Der stationäre Fall

Sei V ein separabler und reflexiver Banachraum mit der Norm } ¨ }V und V ˚ der zuge-
hörige Dualraum mit der Norm } ¨ }V ˚ . Die Bilinearform x¨, ¨yVˆV ˚ ist die sogenannte
duale Paarung. Gelegentlich schreiben wir einfach }¨} oder x¨, ¨y, falls klar ist um welche
Norm bzw. duale Paarung es sich handelt. Mit uk Ñ u oder uk á u bezeichnen wir
wie gewöhnlich die starke oder schwache Konvergenz. Die Abbildung A : V Ñ V ˚ heißt
beschränkt, wenn A beschränkte Mengen in V auf beschränkte Mengen in V ˚ abbil-
det. Die folgenden Definitionen und Sätze orientieren sich an Roubíček (siehe [62]) und
Zeidler (siehe [79]). Auf Beweise wird an dieser Stelle bewusst verzichtet.

Definition 2.3.1.

(i) Eine Abbildung A : V Ñ V ˚ ist monoton, wenn gilt

〈Apuq ´ Apvq, u´ v〉 ě 0, @u, v P V.

(ii) Ist die Abbildung A monoton und gilt 〈Apuq ´ Apvq, u´ v〉 ą 0 für

u ‰ v, so nennen wir A sogar strikt monoton.

(iii) Eine Abbildung A : V Ñ V ˚ heißt pseudomonoton, wenn A beschränkt ist und
wenn aus

$

&

%

uk á u

lim sup
kÑ8

〈Apukq, uk ´ u〉 ď 0

,

.

-

folgt, dass @v P V gilt

〈Apuq, u´ v〉 ď lim inf
kÑ8

〈Apukq, uk ´ v〉 . (2.54)



42 2.3. Starke Lösungen abstrakter Cauchy-Probleme

Bemerkung 2.3.2. Man nennt ein Funktional f : V Ñ R schwach unterhalbstetig, wenn
für alle Folgen uk P V mit schwachem Grenzwert u P V gilt, dass fpuq ď lim inf

kÑ8
fpukq.

Die Pseudomonotonie einer Abbildung garantiert nach (2.54) also die schwache Unter-
halbstetigkeit der Funktion fpuq :“ 〈Apuq, u´ v〉 für alle v P V .

Definition 2.3.3.

(i) A : V Ñ V ˚ heißt stetig genau dann, wenn

uk Ñ u in V ñ Auk Ñ Au in V ˚.

(ii) A : V Ñ V ˚ heißt hemistetig genau dann, wenn die Abbildung

h ÞÑ 〈Apu` hvq, w〉

stetig ist auf r0, 1s für alle u, v, w P V .

(iii) A : V Ñ V ˚ heißt stark stetig genau dann, wenn

uk á u in V ñ Auk Ñ Au in V ˚.

(iv) A : V Ñ V ˚ heißt kompakt genau dann, wenn A stetig ist und für jede beschränkte
Menge U Ď V der Abschluss des Bildes, also ApUq, kompakt ist.

Satz 2.3.4. Seien A : V Ñ V ˚ und B : V Ñ V ˚, wobei V ein reflexiver Banachraum
ist. Dann gelten die folgenden Implikationen:

(i) A ist monoton und hemistetig ñ A ist pseudomonoton.

(ii) A ist stark stetig ñ A ist kompakt.

(iii) A ist stark stetig ñ A ist pseudomonoton.

(iv) A und B sind pseudomonoton ñ A`B ist pseudomonoton.

Beweis. Siehe [79].
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Definition 2.3.5 (Koerzivität).
Eine Abbildung A : V Ñ V ˚ heißt koerziv, falls eine Funktion ϕ : R` Ñ R` existiert,
so dass lim

sÑ`8
ϕpsq “ `8 und 〈Apuq, u〉 ě ϕp}u}q}u} für alle u P V mit }u} Ñ 8 gilt.

Bemerkung 2.3.6. Die Koerzivität eines Operators A wird häufig auch mit der Forde-
rung gleichgestellt, dass

lim
}u}Ñ8

〈Apuq, u〉
}u}

“ `8.

Satz 2.3.7 (Brezis).
Jeder pseudomonotone und koerzive Operator A : V Ñ V ˚ ist surjektiv, d.h. @f P V ˚

existiert mindestens eine Lösung der Gleichung

Apuq “ f.

Beweis. Der Beweis beruht auf einer Galerkin-Approximation, d.h. die Operatorglei-
chung wird auf endlichdimensionale Unterräume Vk Ă Vk`1 Ă V projiziert. Man zeigt
dann zunächst, dass eine Lösung uk im Unterraum Vk Ă V existiert und nutzt die
Koerzivität des Operators A mit einer geeigneten Funktion ϕ (siehe Definition 2.3.5)
um eine a-priori Abschätzung in der Form

}uk}V ď ϕ´1
p}f}V ˚q

zu erhalten. Die Lösung uk ist also beschränkt, wobei die Schranke nicht von k abhängt.
Man extrahiert anschließend eine Teilfolge, die schwach gegen ein u P V konvergiert
und zeigt schließlich mithilfe der Pseudomonotonie des Operators A, dass es sich bei
u um eine Lösung der Operatorgleichung Apuq “ f handelt. Die Details findet der
interessierte Leser in [62] im Beweis von Theorem 2.6.

Bemerkung 2.3.8. Die Umkehrung in Satz 2.3.4 (i) gilt im Allgemeinen nicht. Es han-
delt sich bei Satz 2.3.7 also tatsächlich um eine Verallgemeinerung des Satzes von
Minty-Browder. Der Übergang zu pseudomonotonen Operatoren ist immer dann not-
wendig, wenn Teile des Operators nicht monoton, sondern z.B. nur stark stetig sind,
was bei der Behandlung von quasilinearen Differentialgleichungen nicht unüblich ist.
Nach Satz 2.3.4 (ii) sind solche Operatoren kompakt. Zeidler ([79]) schreibt dazu: "Die
Theorie der pseudomonotonen Operatoren vereint sowohl Monotonie- als auch Kom-
paktheitsargumente."
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2.3.2 Der instationäre Fall

In Evolutionsgleichungen nimmt der skalare Parameter t P I “ r0, T s (0 ă T ă 8),
als eine Variable für die Zeit, eine besondere Bedeutung ein. Die Zustandsgröße verän-
dert sich zeitlich im System, sodass sich eine gesonderte Betrachtung der zugehörigen
Zeitableitung anbietet.

Für p ě 1 bezeichnet LppI;V q den Bochnerraum bestehend aus Banachraum-wertigen
Funktionen u : I Ñ V , der mit der Norm

}u}LppI;V q :“
ˆ
ż T

0
}uptq}pV dt

˙1{p

(2.55)

selber zum Banachraum wird. Wie üblich bezeichnet

p1 “ p{pp´ 1q

den konjugierten Exponenten so, dass der zugehörige duale Raum gegeben ist durch
Lp

1

pI;V ˚q, siehe [27]. Die duale Paarung ist definiert mit

〈u, v〉LppI;V qˆLp1 pI;V ˚q :“
ż T

0
〈uptq, vptq〉VˆV ˚ dt. (2.56)

Als eine Erweiterung der klassischen Sobolev-Räume betrachten wir auch die sogenann-
ten Sobolev-Bochner-Räume

W 1,p,p1
pI;V, V ˚q :“

"

u P LppI;V q; du
dt P L

p1
pI;V ˚q

*

, (2.57)

wobei d
dt u im Sinne einer distributionellen Ableitung zu verstehen ist, d.h. für beliebige

Testfunktionen φ P C80 pr0, T sq soll gelten

du
dt pφq “ ´

ż T

0
uptqφ1ptq dt. (2.58)

Versehen mit der Norm

}u}W 1,p,p1 pI;V,V ˚q :“ }u}LppI;V q `

›

›

›

›

d
dt u

›

›

›

›

Lp1 pI;V ˚q
(2.59)

wird der Sobolev-Bochner-Raum ebenso zu einem Banachraum.
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Sei nun A : V Ñ V ˚ und V Ă H – H˚ Ă V ˚ ein sogenanntes Gelfand-Tripel, wobei V
wieder ein separabler und reflexiver Banachraum ist, der stetig, dicht und kompakt in
den Hilbertraum H – H˚ eingebettet ist. Auf diese Weise kann die duale Paarung x¨, ¨y
auf V ˚ ˆ V als eine stetige Fortsetzung des Skalarprodukts p¨, ¨q auf dem Hilbertraum
H angesehen werden, d.h. es gilt

pu, vq “ xu, vy für u P H und v P V. (2.60)

Definition 2.3.9 (Starke Lösung).
Wir nennen u P W 1,p,p1pI;V, V ˚q eine starke Lösung von (2.53), wenn die erste Glei-
chung in V ˚ und die zweite Gleichung in H erfüllt ist.

Bemerkung 2.3.10. Man kann zeigen, dass W 1,p,p1pI;V, V ˚q stetig eingebettet ist in
CpI;Hq (siehe Kapitel 7.2 in [62]). Somit ist die Anfangsbedingung in (2.53), als
Punktauswertung der Lösung u zum Zeitpunkt t “ 0, begründet und wohldefiniert.

Definition 2.3.11 (Schwache Koerzivität).
Wir nennen eine Abbildung A : V Ñ V ˚ schwach koerziv, falls für c1, c2 ą 0 gilt

xApuq, uy ě c1}u}
p
V ´ c2}u}

2
H .

Bemerkung 2.3.12. Während für }u} Ñ 8 für koerzive Operatoren immer gilt, dass
xApuq, uy Ñ 8, so kann für schwach koerzive Operatoren auch xApuq, uy Ñ ´8 ein-
treten. Es handelt sich in Definition 2.3.11 also in der Tat um eine Abschwächung des
klassischen Koerzivitätsbegriffes.

Satz 2.3.13 (Existenz und Eindeutigkeit der starken Lösung).
Sei A : V Ñ V ˚ ein pseudomonotoner und schwach koerziver Operator.
Weiterhin sei eine monotone wachsende Funktion ϕ : RÑ R so gegeben, dass Apuq p@u P
V q der Wachstumsbedingung

}Apuq}V ˚ ď ϕp}u}Hq
`

1` }u}p´1
V

˘

(2.61)
genügt. Dann besitzt, unter der Voraussetzung, dass f P Lp1pI;V ˚q und u0 P H, das
abstrakte Cauchy-Problem (2.53) eine starke Lösung u P W 1,p,p1pI;V, V ˚q Ă CpI;Hq.
Existiert zusätzlich eine Konstante c ą 0 @u, v P V für fast alle t P I mit

xApuq ´ Apvq, u´ vy ě ´c}u´ v}2H , (2.62)
so ist die starke Lösung sogar eindeutig.

Beweis. Es handelt sich bei diesem Satz um leichte Abwandlungen der
Theoreme 8.9 und 8.34 in [62].
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2.3.3 Existenz und Eindeutigkeit einer starken Lösung

Wir verfolgen das Ziel die zu untersuchende Evolutionsgleichung, in unserem Fall das
ARWP (2.25) - (2.28), mithilfe einer pseudomonotonen Abbildung zu versehen.

Zunächst legen wir die Räume

V :“ W 1,2
pΩq und H :“ L2

pΩq (2.63)

fest, wobei der Sobolev-Raum W 1,2pΩq sogar ein reflexiver Hilbertraum ist.

Für u P V gilt wegen

}u}2V “ }u}
2
H ` }ux}

2
H (2.64)

auch u P H und ux P H. Außerdem ist somit V Ă H – H˚ Ă V ˚ ein Gelfand-Tripel,
wobei V ein separabler und reflexiver Banachraum ist, der stetig, dicht und kompakt
in den Hilbertraum H – H˚ eingebettet ist.

Weiterhin gilt mit dieser Wahl für Ω “ p0, Lq die kompakte Einbettung

V Ă CpΩq, (2.65)

siehe [11], [76]. Aus uk á u in W 1,2pΩq folgt dann uk Ñ u in CpΩq.

Wir wollen nun eine schwache Formulierung des ARWPs bezüglich der Ortsvariablen
x durchführen, um ein abstraktes Cauchy-Problem der Gestalt (2.53) zu erhalten.

Wir multiplizieren dazu die erste Zeile von (2.25) mit einer Funktion v P V , integrieren
über Ω und erhalten

ż

Ω
utpt, xqvpxq dx´

ż

Ω
pα1pupt, xqquxpt, xqqx vpxq dx “ 0.
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Die partielle Integration für das zweite Integral ergibt
ż

Ω
utpt, xqvpxq dx´ α1pupt, xqquxpt, xqvpxq|

x“L
x“0

`

ż

Ω
pα1pupt, xqquxpt, xqq vxpxq dx “ 0,

wobei durch das Einsetzen der Randbedingungen (2.26) - (2.27) folglich gilt
ż

Ω
utpt, xqvpxq dx`

ż

Ω
pα1pupt, xqquxpt, xqq vxpxq dx

`βLpupt, LqqvpLq ` β0pupt, 0qqvp0q “ 0. (2.66)

Der erste Integralausdruck in (2.66) stimmt für festes t P I mit der dualen Paarung

〈ut, v〉V ˚ˆV “
ż

Ω
utpt, xqvpxq dx

überein, sodass wir fortan ut als ein Element im Dualraum V ˚ “ W 1,2pΩq˚ deuten. Die
Punktauswertungen am Rand BΩ “ t0, Lu bei der partiellen Integration sind wohlde-
finiert nach der kompakten Einbettung (2.65).

Das abstrakte Cauchy-Problem kann somit in der Gestalt

ut ` Apuptqq “ 0, in V ˚, (2.67)
up0q “ u0, in H (2.68)

dargestellt werden, wobei der Operator A : V Ñ V ˚ definiert ist durch

xApuptqq, vyV ˚ˆV :“
ż

Ω
α1pupt, xqquxpt, xqvxpxq dx` βLpupt, LqqvpLq ` β0pupt, 0qqvp0q.

(2.69)

Die Anfangsbedingung (2.28) ist dabei nun im Hilbertraum-Setting zu verstehen.
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Bemerkung 2.3.14. Wir betonen, dass wir uns je nach Kontext manchmal auf

u P V, u P LppI;V q, u P W 1,p,p1
pI;V, V ˚q oder sogar u P R`

beziehen.1 Wenn klar ist, welcher Zusammenhang gemeint ist, lassen wir gelegentlich
die Variablen t oder pt, xq weg und übergehen dabei die Tatsache, dass eine Gleichung
’für fast alle t P I’ zu verstehen ist.

Da die Enthalpie u positiv ist (vgl. (2.2)) und wir an den Rändern x “ 0 und x “ L

(im zugrundeliegenden Kühlprozess) Wärme entziehen, können wir annehmen, dass

upt, xq für alle pt, xq P I ˆ Ω im Intervall r0, umaxs liegt, (2.70)

wobei

umax ě ess sup
xPΩ̄

u0pxq. (2.71)

Darüber hinaus setzen wir folgende plausible Bedingungen voraus:

0 ă β0, βL, α P C1
pr0, umaxsq, (2.72)

max
!

max
u

β0puq,max
u

βLpuq
)

“: βmax ă 8, (2.73)

max
!

max
u

β10puq,max
u

β1Lpuq
)

“: β1max ă 8, (2.74)

0 ă cmin :“ min
u
α1puq ď α1puq ď cmax :“ max

u
α1puq ă 8. (2.75)

Zum Beispiel ist die Bedingung (2.75) aufgrund der Beschränktheit der (positiven)
Temperaturleitfähigkeit eines Materials (und wegen (2.14)) physikalisch gerechtfertigt.
So kann zusammen mit ux, vx P H die Existenz des Integrals in (2.69) garantiert wer-
den. Zusammen mit (2.73) und (2.65) ist der Operator A schließlich wohldefiniert.

Wir haben somit die erforderliche Ausgangslage geschaffen, um die Existenz und Ein-
deutigkeit einer starken Lösung gemäß Satz 2.3.13 zu untersuchen.

1Dazu sei das folgende englische Zitat aus [79] angebracht:
Use several function spaces for the same problem.
The modern strategy for nonlinear pdes.
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Zunächst möchten wir dafür nachweisen, dass der Operator A pseudomonoton ist:

Durch Aufspaltung von A : V Ñ V ˚ in zwei Operatoren definiert durch

〈A1puq, v〉V ˚ˆV :“
ż

Ω
α1puquxvx dx und (2.76)

〈A2puq, v〉V ˚ˆV :“ βLpup¨, LqqvpLq ` β0pup¨, 0qqvp0q, (2.77)

sodass A “ A1`A2, genügt es nach Satz 2.3.4 (iv) dafür die Pseudomonotonie von A1

und A2 einzeln zu zeigen.

Für uk á u gilt nach Definition des schwachen Grenzwerts auch βpukq Ñ βpuq, also
insbesondere xA2pukq, vy Ñ xA2puq, vy. Der Operator A2 ist also stark stetig nach De-
finition 2.3.3 und somit nach Satz 2.3.4 (iii) auch pseudomonoton.

Um (2.54) für A1 zu zeigen, benötigen wir das folgende Lemma, welches von Lemma
2.32 in [62] abgeleitet ist.

Lemma 2.3.15. Der Operator B : V ˆ V Ñ V ˚ sei gegeben durch

xBpw, uq, vy :“
ż

Ω
α1pwquxvx dx. (2.78)

Dann ist Folgendes erfüllt:

(i) Bpu, uq “ A1puq in V ˚ für alle u P V .

(ii) Für festes w P V ist der Operator Bpw, ¨q : V Ñ V ˚ monoton, d.h. es gilt

xBpw, uq ´Bpw, vq, u´ vy ě 0 (2.79)

für alle u, v P V .

Für uk á u P V (k Ñ 8) gilt außerdem:

(iii) lim
kÑ8

xBpuk, vq, wy “ xBpu, vq, wy für alle v, w P V .

(iv) lim
kÑ8

xBpuk, vq, uk ´ uy “ 0 für alle v P V .
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Beweis. Die Aussage (i) ist trivial, während (ii) aus

xBpw, uq ´Bpw, vq, u´ vy “

ż

Ω
α1pwqpu´ vqxpu´ vqx dx

(2.75)
ě cmin }pu´ vqx}

2
H ě 0

folgt. Wegen der kompakten Einbettung V Ă CpΩq folgt uk Ñ u P CpΩq. Außerdem
ist das Integrationsgebiet beschränkt und α1 ist stetig, d.h. mit

lim
kÑ8

α1pukq “ α1puq

folgt die Aussage (iii) unmittelbar. Die Gleichung (iv) ist ein Ergebnis aus (iii) und
puk ´ uqx á 0 in H.

Lemma 2.3.16. Der Operator A1 : V Ñ V ˚ aus (2.76) ist pseudomonoton.

Beweis. Die Beschränktheit des Operators für u P V folgt aus

}A1puq}V ˚ “ sup
vPV, }v}ď1

|〈A1puq, v〉|

(2.75)
ď sup

vPV, }v}ď1
pcmax }ux}H }vx}Hq

(2.64)
ď sup

vPV, }v}ď1
pcmax }u}V }v}V q

ď cmax}u}V . (2.80)

Mit Hinblick auf (2.54) gelte nun
$

&

%

uk á u

lim sup
kÑ8

〈A1pukq, uk ´ u〉 ď 0

,

.

-

. (2.81)

Wie in Lemma 2.32 in [62] definieren wir zunächst

uε :“ p1´ εqu` εv P V (2.82)

für ε P p0, 1q. Wenn man die Monotonie (2.79) des Operators B für w “ uk, u “ uk

und v “ uε verwendet, erhält man

xA1pukq, uk ´ uεy ě xBpuk, uεq, uk ´ uεy. (2.83)



52 2.3. Starke Lösungen abstrakter Cauchy-Probleme

Dabei haben wir genutzt, dass Bpuk, ukq “ A1pukq. Das Einsetzen von (2.82) führt zu

εxA1pukq, u´ vy ě ´ xA1pukq, uk ´ uy

` xBpuk, uεq, uk ´ uy ` εxBpuk, uεq, u´ vy.

Betrachtet man den Grenzwert k Ñ 8 auf beiden Seiten der Ungleichheit, so ergibt
sich mit (iii) und (iv) von Lemma 2.3.15 zusammen mit der Voraussetzung (2.81) die
Ungleichung

ε lim inf
kÑ8

xA1pukq, u´ vy ě εxBpu, uεq, u´ vy. (2.84)

Durch Dividieren von ε ą 0 und Bilden des Grenzwerts εÑ 0 (uε Ñ u) erhalten wir

lim inf
kÑ8

xA1pukq, u´ vy ě xA1puq, u´ vy. (2.85)

Erneutes Anwenden der Monotonie (2.79) für v “ u ergibt

xBpuk, ukq ´Bpuk, uq, uk ´ uy ě 0. (2.86)

Mit (2.85), (2.86) und (iv) aus Lemma 2.3.15 können wir schließlich (2.54) für den
Operator A1 zeigen durch

lim inf
kÑ8

xA1pukq, uk ´ vy “ lim inf
kÑ8

xA1pukq, uk ´ uy ` lim inf
kÑ8

xA1pukq, u´ vy

“ lim
kÑ8

xBpuk, uq, uk ´ uy ` lim inf
kÑ8

xBpuk, ukq ´Bpuk, uq, uk ´ uy

` lim inf
kÑ8

xA1pukq, u´ vy ě xA1puq, u´ vy.

Bemerkung 2.3.17. Wir haben damit schließlich gezeigt, dass der Operator

A “ A1 ` A2

aus (2.69) als Summe pseudomonotoner Operatoren selber pseudomonoton ist. Als
Nächstes möchten wir die schwache Koerzivität des Operators nachprüfen, welche maß-
geblich die Festlegung des Lösungsraums beeinflusst.
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Lemma 2.3.18. Für p “ 2 ist der in (2.69) definierte Operator A : V Ñ V ˚ schwach
koerziv und genügt der Wachstumsbedingung (2.61).

Beweis. Die schwache Koerzivität folgt direkt aus β0, βL, u ą 0 und (2.75):

xApuq, uy ě cmin}ux}
2
H “ cmin}u}

2
V ´ cmin}u}

2
H .

Für die Wachstumsbedingung zeigen wir für u P V , dass gilt

}Apuq}V ˚ “ sup
vPV, }v}ď1

|〈Apuq, v〉|

(2.80)
ď

(2.73)
cmax}u}V ` sup

vPV, }v}ď1

ˆ

2βmax sup
xPΩ̄

|vpxq|

˙

ďcmax}u}V ` 2βmax sup
vPV, }v}ď1

pcc}v}V q

ďc p1` }u}V q ,

wobei c :“ max tcmax, 2βmaxccu und cc die Norm des Einbettungsoperators V Ñ CpΩ̄q
ist. Dies zeigt (2.61) für p “ 2, da c ą 0 durch eine beliebig geeignete Funktion ϕ

ersetzt werden kann.

Bemerkung 2.3.19. Bisher haben wir nur die Räume bzgl. der Ortsvariablen x festgelegt,
vgl. (2.63). Da Lemma 2.3.18 den Exponenten p “ 2 liefert, sind wir nun auch in der
Lage den Bochner-Raum L2pI;V q bzgl. der Zeitvariablen t zu spezifizieren. Mit p1 “ 2
bietet sich somit der Sobolev-Bochner-Raum

U :“ W 1,2,2
pI;V, V ˚q, (2.87)

als potentieller Lösungsraum einer starken Lösung des abstrakten Cauchy-Problems
(2.67) - (2.68) an. Dabei ist erwähnenswert, dass U sogar ein Hilbertraum ist, siehe [2].

Satz 2.3.20. Das abstrakte Cauchy-Problem (2.67) - (2.68) hat eine starke Lösung

u P U Ă CpI;Hq. (2.88)

Existiert zusätzlich eine Konstante α1c mit

α1c ě cu :“ 2β1maxc2
c ą 0 (2.89)
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mit β1max aus (2.74) und der Norm cc des Einbettungsoperators V Ñ CpΩ̄q so, dass
ż

Ω
pα1puqux ´ α

1
pvqvxq pux ´ vxq dx ě α1c

ż

Ω
pux ´ vxq

2 dx “ α1c}ux ´ vx}
2
H , @u, v P V,

(2.90)

so ist die starke Lösung sogar eindeutig.

Beweis. Wir müssen die Voraussetzungen von Satz 2.3.13 nachprüfen, wobei in unserem
Fall f ” 0 gilt. Die Existenzaussage folgt dann direkt aus den Vorarbeiten, insbesondere
Lemma 2.3.16 and 2.3.18.
Darüber hinaus können wir (2.62) und somit die Eindeutigkeit der starken Lösungen
zeigen mit

xApuq ´ Apvq, u´ vy ě α1c}ux ´ vx}
2
H ´ |βLpupLqq ´ βLpvpLqq| ¨ |upLq ´ vpLq|

´ |β0pup0qq ´ β0pvp0qq| ¨ |up0q ´ vp0q|
(2.74)
ě α1c}ux ´ vx}

2
H ´ 2β1maxc2

c}u´ v}
2
V

ě ´cu}u´ v}
2
H ` pα

1
c ´ cuq}ux ´ vx}

2
H

(2.89)
ě ´cu}u´ v}

2
H .

Bemerkung 2.3.21. Im Vergleich zu den strengen Voraussetzungen einer klassischen
Lösung u P H2`l,1`l{2pQ̄q sind die Annahmen (2.72) - (2.75) für die Existenz einer
starken Lösung u P U physikalisch plausibel. Wir erhalten auch das folgende nützliche
Ergebnis:

Wegen U Ă L2pI;V q Ă L2pI;Hq können wir das Gelfand-Tripel

U Ă L2
pI;Hq Ă U˚ (2.91)

definieren. Für Q “ I ˆ Ω gilt wegen

}u}2L2pI;Hq “

ż

I

}uptq}2H dt “
ż

I

ż

Ω
|upt, xq|2 dx dt “ }u}2L2pQq (2.92)

die isometrische Isomorphie L2pI;Hq – L2pQq.

Ähnlich zu (2.60) können wir die duale Paarung auf U˚ ˆ U mit dem Skalarprodukt
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auf L2pQq identifizieren, d.h. es gilt die Skalarprodukterweiterung

xu, vyU˚ˆU “ pu, vqL2pQq “

ż

I

ż

Ω
upt, xqvpt, xq dx dt, für u P L2

pQq und v P U .

(2.93)

Diesbezüglich liefert die Lösungstheorie starker Lösungen mit (2.93) ein praktisches
Werkzeug zur Berechnung des Gradienten des Zielfunktionals, siehe Kapitel 3.

Nachteilig ist die Lösungstheorie starker Lösungen bezüglich der Eindeutigkeit. Der
Nachweis einer Konstanten α1c ą 0, sodass (2.89) erfüllt ist, ist lediglich für den kon-
stanten Fall α1puq “ α1pvq, @u, v P R` trivial. Dies ist nicht unbedingt ein Hinweis
darauf, dass die starke Lösung mehrdeutig sein muss. Vielmehr kann die Eindeutigkeit
auf diesem Wege nicht einfach nachgeprüft werden.

Um die Eindeutigkeit einer starken Lösung in dem nicht konstanten Fall zu gewährleis-
ten, können wir uns dennoch auf die Theorie der klassischen Lösungen stützen, auch
wenn die Voraussetzungen strenger sind. Da jede klassische Lösung auch eine Lösung
in einem schwächeren Sinne ist, gewinnen wir auf diese Weise eine eindeutige starke
Lösung u P U .





3. Das inverse Wärmetransferproblem
In diesem Kapitel möchten wir das inverse Wärmetransferproblem zur Bestimmung
der unbekannten Wärmeflüsse β0, βL P C1pr0, umaxsq aus der Kenntnis der gemessenen
Enthalpiematrix uδ P Rdˆm angeben, wobei d,m ą 0 die Anzahl der Thermoelemente
bzw. Messzeiten ist.

Das Modell ist dabei beschrieben durch das ARWP (2.25) - (2.28), wobei die
Enthalpieleitfähigkeit α1puq P C1pr0, umaxsq, sowie die Anfangsbedingung u0 als bekannt
vorausgesetzt werden. Wir möchten im Folgenden dazu einen geeigneten nichtlinearen
Vorwärtsoperator F : X Ñ Y definieren, um das inverse Problem über das Minimieren
eines Zielfunktionals (1.3) zu lösen. Im Speziellen minimieren wir das Zielfunktional
unter Nebenbedingungen, also

min
xPX

fpxq, sodass x P B, (3.1)

wobei x P B sogenannte Box-Constraints darstellen. Dabei spalten wir den
Vorwärtsoperator F auf via

F “ Q ˝ S. (3.2)

Hierbei ist

Q : U Ñ Y (3.3)

der Beobachtungsoperator, der den Aufbau des Messvorgangs modelliert und die starke
Lösung u P U des ARWPs vergleichbar zu den Messdaten macht. Mit

S : X Ñ U , (3.4)

bezeichnen wir den Parameter-To-Solution Operator, den wir im Folgenden nur noch
Lösungsoperator nennen.1 Dieser bildet gewisse Parameter x P X auf eine starke Lösung
u P U des ARWPs ab, wobei wir den RaumX der Parameter, sowie die Box-Constraints
x P B, im folgenden Abschnitt motivieren und festlegen.

1Die deutsche Übersetzung Parameter-zu-Lösung Operator klingt etwas unbeholfen.
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3.1 Der Lösungsoperator S

Wir nehmen an, dass unter den Voraussetzungen des vorangegangenen Kapitels eine
starke Lösung u P U für (2.25) - (2.28) existiert. Da die Wärmeflüsse selber enthalpie-
abhängig sind, also von der eigentlichen Lösung u abhängen, kann ein Lösungsoperator
S nur implizit, z.B. bei entsprechender Definition in der Gestalt

Spβ0puq, βLpuq, uq “ 0, (3.5)

dargestellt werden. Eine Sensitivitätsanalyse eines solchen Operators S bezüglich der
Wärmeflüsse erfordert die Anwendung des Satzes impliziter Funktionen in Banach-
Räumen, vgl. [48]. Dies macht insbesondere die spätere Berechnung des zugehörigen
Gradienten unnötig technisch.

Für die numerische Behandlung des inversen Problems schlagen wir von daher einen
einfachen, aber geschickten Parametrisierungsansatz vor, der es uns erlaubt die Impli-
zität zu überwinden und einen Lösungsoperator explizit zu definieren durch

S : B Ă R2n
Ñ U , (3.6)

βββ ÞÑ u. (3.7)

Ziel des Ansatzes ist dabei, die Parametrisierungsverluste so gering wie möglich zu
halten, d.h. Funktionen aus dem Raum C1pr0, umaxsq (vgl. (2.72)) sollen beliebig gut
approximiert werden können. Hinsichtlich des inversen Problems hat das den Vorteil,
dass wir die Struktur der Lösung nicht vorschreiben müssen.

Seien β0 und βL Wärmeflüsse, die (2.72) - (2.74) erfüllen, d.h.

0 ă β0, βL ď βmax. (3.8)

Wir definieren für n ą 0 die Partition des Intervalls U :“ r0, umaxs mit

πn : 0 “ u1 ă u2 ă ¨ ¨ ¨ ă un “ umax. (3.9)
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Für βββ P R2n können wir stückweise kubische Hermite Interpolationspolynome (soge-
nannte PCHIPs1) β̃0 und β̃L in C1pUq konstruieren, sodass

β̃0puiq “ βi, β̃Lpuiq “ βn`i, für i “ 1, . . . , n. (3.10)

Bei geeigneter Wahl von βββ P R2n garantieren die Approximationseigenschaften stück-
weise kubischer Interpolationsmethoden, dass für alle ε ą 0 eine Anzahl n von Partiti-
onspunkten existiert, sodass

max
uPU

|β̃0puq ´ β0puq| ă ε,

max
uPU

|β̃Lpuq ´ βLpuq| ă ε.

Für eine Beweisskizze dieser Approximationseigenschaft, sowie einem numerischen Bei-
spiel zur Bestimmung der Anzahl n an Partitionspunkten zu gegebenem ε ą 0 verweisen
wir auf Anhang A.2.

Wir können nun, indem wir einen kleinen Fehler vernachlässigen, β0 und βL durch β̃0

und β̃L ersetzen. Zur besseren Lesbarkeit lassen wir die Tilde in β̃0 und β̃L weg und
schreiben einfach β0 und βL, wobei wir uns eigentlich auf die Interpolanten β0pu,βββq

und βLpu,βββq beziehen.

Bemerkung 3.1.1. Im Vergleich zu anderen Parametrisierungsansätzen, wie zum Bei-
spiel einem Dictionary-Ansatz

β0puq “
n
ÿ

i“1
βiB0,ipuq, βLpuq “

n
ÿ

i“1
βn`iBL,ipuq, (3.11)

bei dem Funktionen durch eine Linearkombination von a-priori bekannten (physikalisch
plausiblen) Funktionen

tB0,iui“1,...,n , tBL,iui“1,...,n , (3.12)

angenähert werden, verfügt der vorgeschlagene PCHIP-Ansatz über ein lokales Anpassungs-
Tool. Das liegt daran, dass die Parameter keine Gewichte einer Linearkombination, son-
dern vielmehr lokal festgelegte Funktionswerte sind. Folglich wirkt sich eine Änderung
der Wärmeflüsse auf einem Teilintervall rua, ubs Ă U nur auf Parameterkomponenten

1Abkürzung aus dem englischen Piecewise Cubic Hermite Interpolating Polynomials
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in diesem Teilintervall aus, d.h. nur für i “ 1, . . . , 2n mit βi P rua, ubs. Dies kann zu-
sätzlich stabilisierend auf die Lösung des dynamischen (d.h. zeitabhängigen) inversen
Problems wirken.

Die wohl bekannteste Parametrisierungsmethode zur Bearbeitung inverser Wärme-
transferprobleme mit (enthalpie- oder) temperaturabhängigen Suchgrößen beruht auf
dem Polynomialansatz

β0puq “
n
ÿ

i“1
βiu

i´1, βLpuq “
n
ÿ

i“1
βn`iu

i´1, (3.13)

siehe z.B. [54] oder [18], in dem die Autoren die Suchgrößen durch Polynome niedriger
Ordnung darstellen. Dabei vereinfacht der Ansatz die Funktionen so drastisch, dass eine
Betrachtung des inversen Problems meist nur für experimentelle Simulationen zu ge-
brauchen ist. Um komplexere Funktionen darstellen zu können, muss die Ordnung des
Polynoms deutlich erhöht werden. Da die Koeffizienten der Monome höherer Ordnung
sehr klein sein können, treten so jedoch numerische Instabilitäten auf. Nicht unüblich
sind auch unerwünschte, starke Oszillationen. Diese Probleme hat der PCHIP-Ansatz
nicht, da wir zum einen das inverse Problem nicht bezüglich der Struktur der Lösung
einschränken. Zum anderen kann die Erhöhung der Komplexität von Funktionen ein-
fach durch die Anpassung der Anzahl der Partitionspunkte n ą 0 erfolgen. Im Vergleich
zu dem diskutierten Fall (3.13) ist dieses Vorgehen stabiler und numerisch fortgeschrit-
tener.
Die PCHIP-Interpolationsmethode selbst wurde in [28] vorgeschlagen, um eine stück-
weise kubische Interpolationsmethode einzuführen, die die Monotonie der Funktions-
werte respektiert und so einen stetig differenzierbaren Interpolanten (in C1) erzeugt.
In diesem Sinne ist der Interpolant formerhaltend. Im Rahmen der inversen Proble-
me ist dieses Verhalten günstig, weil Maxima und Minima des Interpolanten durch
den Funktionswertparameter βββ P R2n erhalten bleiben, während andere Interpolati-
onsmethoden (z.B. stückweise kubische Splines) Überschwinger erzeugen können, siehe
dazu Abbildung A.2 im Anhang A. Dementsprechend können a-priori-Informationen
mit dem PCHIP-Ansatz besser eingearbeitet werden. Außerdem wird so mit den Box-
Constraints

βββ P B :“ r0, βmaxs2n (3.14)

die Bedingung (3.8) eingehalten, während Interpolanten anderer Interpolationsmetho-
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den dies nicht unbedingt tun. Da die Wahl der Interpolationsmethode für allgemeine
inverse Probleme mit implizitem Lösungsoperator eigentlich von untergeordneter Be-
deutung ist, brechen wir die Ausführung an dieser Stelle ab und verweisen den inter-
essierten Leser für weitere Konstruktionsdetails zu PCHIPs auf den Anhang A.1.

Schließlich können wir den Operator (3.6) spezifizieren:

Für eine fixe Partition πn und der PCHIP Interpolationsmethode sei u0 P H und
αpuq P C1pUq bekannt. Dann ist der Lösungsoperator S gegeben durch die folgende
Kette von Prozessen

βββ P B “ r0, βmaxs2n
Interpolation
ÝÝÝÝÝÝÝÑ β0, βL P C1

pUq
Einsetzen in (2.26)-(2.27), löse ARWP
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ u P U .

(3.15)
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3.2 Der Beobachtungsoperator Q

Da der Messprozess nicht die vollständige Enthalpielösung Spβββq “ u P U des ARWPs
(2.25) - (2.28) abdeckt, sondern nur einen gewissen Enthalpiezustand us, müssen wir
den sogenannten Beobachtungsoperator

Q : U Ñ Y, (3.16)
u ÞÑ us, (3.17)

definieren. Dieser erlaubt es uns die Lösung u mit den Messdaten uδ abgleichen zu
können.

Um die Motivation dieser Arbeit aufzugreifen, werden beim ACC-Prozess Sensoren
(sogenannte Thermoelemente) in verschiedenen Tiefen xj P Ω für j “ 1, . . . , d in die
Stahlplatte eingesetzt. Jeder dieser Sensoren misst dann die Temperaturen während
der Kühlung zu den Zeitpunkten ti P I für i “ 1, . . . ,m.

Aus Sicht der Anwendung ist also die Wahl

Y :“ Rdˆm

sinnvoll.

Für u P U sind die Komponenten des Enthalpiezustandes us P Y dann gegeben durch

pusqj,i “ pQuqj,i “ upti, xjq. (3.18)

Die Wohldefiniertheit der Punktauswertung einer starken Lösung u P U in Zeit und
Raum haben wir im vorherigen Kapitel gezeigt.
Wir stellen fest, dass der Beobachtungsoperator linear ist, d.h. die Fréchet-Ableitung
ist Q1 “ Q. Der adjungierte Operator

Q˚ : Y “ Y ˚ Ñ U˚, (3.19)
v ÞÑ

ÿ

j,i

δp¨ ´ tiqδp¨ ´ xjqvj,i (3.20)

ist leicht zu verifizieren, indem man das Frobenius-Skalarprodukt pA,BqY “
ř

j,l

AjlBjl
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für zwei reellwertige Matrizen auf Y zusammen mit der Skalarprodukterweiterung
(2.93) nutzt, sodass

pQu, vqY “ pu,Q˚vqL2pQq. (3.21)
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3.3 Der Gradient des Zielfunktionals

Nachdem wir die Räume X, Y und U , die Operatoren Q und S, sowie die Box-
Constraints B festgelegt haben, sind wir in der Lage das Zielfunktional

fpβββq :“ 1
2}F pβ

ββq ´ uδ}2Y (3.22)

zu definieren und zu deuten.

Zu einem gegebenen Parameter βββ werden die Wärmeflüsse β0, βL P C1pr0, umaxsq durch
die PCHIP-Methode interpoliert und in die Randbedingungen des ARWPs eingesetzt.
Dessen Lösung wird durch den Beobachtungsoperator formatiert, sodass ein Vergleich
zu den Messdaten möglich ist. Die Frobenius-Norm berechnet anschließend die Norm
des Residuums. Um das inverse Wärmetransferproblem zu lösen, minimieren wir die
Norm des Residuums unter den Nebenbedingungen, d.h. βββ genügt den Box-Constraints.
Insgesamt lautet die Minimierungsaufgabe

min
βββ
fpβββq, u.d.N. βββ P B. (3.23)

Da die Messdaten verrauscht sind, erfordert der iterative Minimierungsprozess von
(3.23) ein Abbruchkriterium, siehe (1.6).

Zunächst sind wir aber daran interessiert eine erste Suchrichtung im Sinne einer Ab-
stiegsrichtung des Zielfunktionals bestimmen zu können. Diesbezüglich möchten wir
die Berechnung der negativen Gradientenrichtung

´∇fpβββpkqq “ ´F 1pβββpkqq˚pF pβββpkqq ´ uδq, (3.24)

herleiten, siehe [40], [65]. Das Vorgehen zur Berechnung von pF pβββpkqq ´ uδq haben
wir oben geklärt. Die wesentliche Arbeit liegt also in der Herleitung des adjungierten
Operators der Fréchet-Ableitung F 1pβββq˚.
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3.3.1 Herleitung des Gradienten

Unter der Annahme, dass die Fréchet-Ableitungen von F und S existieren, ergibt sich
die Darstellung

F 1pβββq˚ “ ppQ ˝ Spβββqq1q
˚
“ S 1pβββq˚ ˝Q˚ (3.25)

als ein Standardresultat aus der Funktionalanalysis, siehe z.B. [63], [75].

Wir berechnen zunächst eine Approximation von F 1pβββq˚, indem wir den Lösungsope-
rator S durch

S̃βββ : R2n
Ñ U , (3.26)

h ÞÑ lim
εÑ0

Spβββ ` εhq ´ Spβββq
ε

(3.27)

linearisieren und S 1pβββq mit S̃βββ in (3.25) ersetzen.

Ist pβββ ` εhq P B und existiert der Grenzwert in (3.27), so repräsentiert

w :“ S̃βββhhh (3.28)

die sogenannte Gâteaux-Ableitung, d.h. die Richtungsableitung von S ausgewertet in
βββ P B in Richtung h P R2n. Für eine feste Richtung h gilt S̃βββhhh “ S 1pβββqhhh und dement-
sprechend auch

S̃˚βββv “ S 1pβββq˚v, @ v P U˚. (3.29)

Im Folgenden wollen wir die Berechnung von (3.28) und dem adjungierten Zustand
S̃˚βββv für v P U˚ herleiten, wobei

S̃˚βββ : U˚ Ñ R2n (3.30)

der adjungierte Operator ist, sodass gilt

xS̃βββh, vyUˆU˚ “ ph, S̃˚βββvq2, @v P U˚. (3.31)
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Lemma 3.3.1. Sei βββ P B und die zugehörige Lösung u :“ Spβββq fest. Dann lässt sich
der Operator S̃βββ durch (3.28) berechnen, wobei w die Lösung des folgenden Anfangs-
randwertproblems ist:

wt “ pα
1
puqwqxx, t P I, x P Ω, (3.32)

pα1puqwqx “ β10pu,βββqw `∇β0pu,βββq ¨ h, t P I, x “ 0, (3.33)
´pα1puqwqx “ β1Lpu,βββqw `∇βLpu,βββq ¨ h, t P I, x “ L, (3.34)

w “ 0, t “ 0, x P Ω̄. (3.35)

Mit β10 and β1L bezeichnen wir hier die Ableitungen bezüglich der ersten Variablen,
während ∇β0 und ∇βL die Gradienten bezüglich der zweiten Variable sind.

Beweis. Sei ε ą 0. Eine Störung des Parameters βββ P B und den zugehörigen Wärme-
flüssen β0pu,βββq und βLpu,βββq durch εh P R2n führt zu den Wärmeflüssen β0puh,βββ` εhq
und βLpuh,βββ` εhq, wobei uh :“ Spβββ` εhq die Lösung des gestörten Anfangsrandwert-
problems ist:

uh,t “ pα
1
puhquh,xqx, t P I, x P Ω, (3.36)

α1puhquh,x “ β0puh,βββ ` εhq, t P I, x “ 0, (3.37)
´α1puhquh,x “ βLpuh,βββ ` εhq, t P I, x “ L, (3.38)

uh “ u0, t “ 0, x P Ω̄. (3.39)

Subtrahieren des ursprünglichen ARWPs (2.25) - (2.28) von (3.36) - (3.39), dividieren
des Ergebnisses durch ε ą 0 und Grenzwertbildung ε Ñ 0 führt schließlich zu dem
ARWP (3.32) - (3.35).

Wir bemerken, dass im Vergleich zu (2.25) die Differentialgleichung (3.32) in Bezug
auf ihre Lösung linear ist. Von daher ist die Lösbarkeitstheorie (Existenz und Eindeu-
tigkeit von Lösungen) drastisch vereinfacht. Grundlegende Ergebnisse solcher Anfangs-
randwertprobleme mit Lösungen in den klassischen Hölder-Räumen wurden auch von
Ladyzhenskaya et al. formuliert, siehe Kapitel 5 in [45], insbesondere Theorem 5.3.
Wir verzichten hier auf den detaillierten Beweis, weisen aber darauf hin, dass die An-
nahmen des Satzes 2.2.3 ausreichend sind, um die Existenz einer eindeutigen Lösung
w “ S̃βββh P H2`l,1`l{2pQ̄q P U für l P p0, 1q zu garantieren. Der Operator (3.26) ist somit
wohldefiniert.
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Satz 3.3.2. Sei βββ P B und u :“ Spβββq. Unter der Annahme, dass für beliebige v P U˚

eine eindeutige Lösung ϕ P Z des adjungierten Problems

ϕt “ ´α
1
puqϕxx ´ v, t P I, x P Ω, (3.40)

α1puqϕx “ β10pu,βββqϕ, t P I, x “ 0, (3.41)
´α1puqϕx “ β1Lpu,βββqϕ, t P I, x “ L, (3.42)

ϕ “ 0, t “ T, x P Ω̄, (3.43)

existiert, kann der adjungierte Operator (3.30) bzw. der adjungierte Zustand explizit
berechnet werden durch

S̃˚βββv “

ż T

0
p´∇β0pupt, 0q,βββq ϕpt, 0q ´∇βLpupt, Lq,βββq ϕpt, Lqq dt P R2n. (3.44)

Beweis. Sei h P R2n und w :“ S̃βββh gegeben. Wegen der Skalarprodukterweiterung
(2.93) kann die linke Seite von (3.31) vereinfacht werden zu

pw, vqL2pQq “

ż

I

ż

Ω
wpt, xqvpt, xq dx dt. (3.45)

Wir untersuchen nun die rechte Seite von (3.31). Multiplikation von (3.32) mit ϕ P Z,
Integration über I und Ω und zweimalige partielle Integration liefern

ż

I

ż

Ω
wtϕ dx dt “

ż

I

ż

Ω
pα1puqwqxxϕ dx dt (3.46)

“

ż

I

ż

BΩ
pα1puqwqxϕ ds dt´

ż

I

ż

Ω
pα1puqwqxϕx dx dt (3.47)

“

ż

I

ż

BΩ
pα1puqwqxϕ ds dt`

ż

I

ż

Ω
pα1puqwqϕxx dx dt (3.48)

´

ż

I

ż

BΩ
pα1puqwqϕx ds dt (3.49)

“

ż

I

ż

BΩ
pα1puqwqxϕ ds dt`

ż

I

ż

Ω
pα1puqwqϕxx dx dt (3.50)

´

ż

I

rpα1puqwqϕxsx“L ´ rpα
1
puqwqϕxsx“0 dt. (3.51)
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Durch das Einsetzen der Randbedingungen (3.33) - (3.34) in das erste Integral von
(3.50) erhalten wir weiterhin
ż

I

ż

Ω
wtϕ dx dt “

ż

I

p´β1Lpupt, Lq,βββq wpt, Lq ´∇βLpupt, Lq,βββq ¨ hq ϕpt, Lq dt

(3.52)

`

ż

I

p´β10pupt, 0q,βββq wpt, 0q ´∇β0pupt, 0q,βββq ¨ hq ϕpt, 0q dt (3.53)

`

ż

I

ż

Ω
pα1puqwqϕxx dx dt. (3.54)

´

ż

I

rpα1puqwqϕxsx“L ´ rpα
1
puqwqϕxsx“0 dt. (3.55)

Bezüglich der Zeitvariablen können wir die linke Seite von (3.52) partiell integrieren,
sodass gilt

ż

I

ż

Ω
wtϕ dx dt “

ż

Ω
wpT, xqϕpT, xq dx´

ż

I

ż

Ω
wϕt dx dt, (3.56)

wobei die Anfangsbedingung (3.35) verwendet wurde.

Einsetzen der Gleichung (3.56) in (3.52) und Umordnen der Integrale führt schließlich
zu

ż

I

ż

Ω
w t´ϕt ´ α

1
puqϕxxu dx dt (3.57)

`

ż

I

wpt, 0q tr´α1puqϕx ` β10pu,βββqϕsx“0u dt (3.58)

`

ż

I

wpt, Lq trα1puqϕx ` β
1
Lpu,βββqϕsx“Lu dt (3.59)

`

ż

Ω
wpT, xqϕpT, xq dx (3.60)

“

ż

I

p´∇β0pupt, 0q,βββq ϕpt, 0q ´∇βLpupt, Lq,βββq ϕpt, Lqq ¨ h dt (3.61)

(3.44)
“ ph, S̃˚βββvq2, (3.62)

also der rechten Seite von (3.31). Löst ϕ das adjungierte Problem (3.40) - (3.43), so
verschwinden die Integrale (3.58) - (3.60) und (3.57) wird zu (3.45), also zur linken
Seite von (3.31). Der Operator (3.44) erfüllt somit das Gewünschte.
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Bemerkung 3.3.3. Abschließend erhalten wir für (3.24) mit (3.25) und (3.29) die Dar-
stellung

´∇fpβββpkqq “ ´S̃˚βββpkq ˝Q˚
`

F pβββpkq ´ uδ
˘

P R2n. (3.63)

Bemerkung 3.3.4. Wir bemerken, dass wir von der Existenz einer eindeutigen Lösung
ϕ P Z des adjungierten Problems (3.40) - (3.43) ausgegangen sind, wobei wir den Raum
Z nicht spezifiziert haben. Tatsächlich bereitet uns (3.43) als eine Bedingung zum End-
zeitpunkt t “ T ein Problem. Da (parabolische) Evolutionsgleichungen die Anfangsbe-
dingung in Vorwärtszeit exponentiell glätten, ist die Berechnung rückwärts in der Zeit
extrem schlecht-gestellt. Man kann davon ausgehen, dass die Norm solcher Lösungen
exponentiell wachsen kann, wenn die Funktion, die den Endzustand beschreibt, nicht
glatt genug ist. Trotzdem gibt es Regularisierungsmethoden zur Lösung solcher Proble-
me, z.B. die allgemeine Methode der Quasireversibilität, vgl. [50], [66]. In dieser Arbeit
möchten wir nicht weiter auf dieses Problem eingehen. Da die Endbedingung (3.43) ho-
mogen ist, möchten wir annehmen, dass das Problem gut gestellt ist und geben uns mit
der Zeittransformation t :“ T ´ t zufrieden, welche uns ein Anfangsrandwertproblem
ähnlich zu (3.32) - (3.35) liefert. Es wäre denkbar zusätzliche Bedingungen an v P U˚

zu stellen um den Lösungsraum Z “ H2`l,1`l{2pQ̄q zu erhalten. Für Anwendungszwecke
wäre dies möglich mit einer Modifikation des Beobachtungsoperators, der statt direk-
ten Punktauswertungen, L2-Integrale zur Annäherung der Punktauswertungen nutzt
(z.B. mit einem sogenannten Mollifier, siehe z.B. [52]). Trotzdem kann der Raum Z

auch kleiner gewählt werden, da lediglich Punktauswertungen von ϕ wohldefiniert sein
müssen: Schließlich benötigen wir den adjungierten Zustand nur zur numerischen Be-
handlung und erhalten eine stabile Näherungslösung ϕ von (3.40) - (3.43) durch eine
Finite-Differenzen-Methode (FDM).





4. Numerische Experimente
In diesem Kapitel lösen wir das inverse Wärmetransferproblem, also das Minimie-
rungsproblem (3.23). Zum einen implementieren wir dazu das gedämpfte Landweber-
Verfahren (mit anschließender Projektion), zum anderen das in [42] eingeführte Quasi-
Newton Projektionsverfahren, auch PQN1-Verfahren genannt. Ausgehend von einem
Anfangsparameter βββp0q P B sieht ein Iterationsschritt für beide Algorithmen die Be-
rechnung von

βββpk`1q
“ PB

`

βββpkq ` λkpk
˘

(4.1)

vor, wobei PB : R2n Ñ B “ r0, βmaxs2n die metrische Projektion auf B ist.
Dabei ist die Schrittweite λk und die Suchrichtung pk je nach Algorithmus zu be-
stimmen. Wir testen und vergleichen die beiden Methoden, indem wir synthetische
Messdaten uδ zu einem bekannten Rauschlevel δ ą 0 erzeugen und anschließend das
inverse Wärmetransferproblem lösen.
Als Abbruchkriterium für das PQN-Verfahren verwenden wir das Diskrepanzprinzip,
welches einen endlichen Abbruchindex k˚ liefert, sodass

fpβββpk˚qq

}uδ}2Y
ď ρδ ă

fpβββpkqq

}uδ}2Y
(4.2)

für alle k ă k˚ und festes ρ ą 1 gilt.

Das gedämpfte Landweber-Verfahren zur Behandlung nichtlinearer inverser Probleme
ist dabei sehr stabil. Die langsame Konvergenzgeschwindigkeit führt aber oft dazu,
dass der Iterationsprozess, vor allem bei numerisch komplexen Aufgaben, aus Zeitman-
gel frühzeitig abgebrochen werden muss, siehe z.B. [23]. Wir erwarten also nicht, dass
das gedämpfte Landweber-Verfahren der Bedingung (4.2) genügt und brechen somit
die Berechnungen nach einer Maximalanzahl K ą 0 an Iterationen ab.
Ziel des Algorithmenvergleichs ist dabei zu zeigen, dass die Performance mit dem PQN-
Verfahren unter überschaubaren Mehraufwand2 drastisch verbessert werden kann. De-
tails zum gedämpften Landweber-Verfahren findet der interessierte Leser im Anhang
B, während wir das PQN-Verfahren im nachfolgenden Abschnitt vorstellen möchten.

1Aus dem Englischen Projected Quasi-Newton.
2Das Verfahren beruht lediglich auf einer geschickten Gradientenskalierung und benutzt somit die

gleichen Zutaten wie das gedämpfte Landweber-Verfahren.
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4.1 PQN-Verfahren

Das Quasi-Newton Projektionsverfahren (PQN-Verfahren) wurde von Kim et al. in [42]
vorgestellt. Dabei handelt es sich um ein Optimierungsverfahren zur Lösung von Proble-
men der Art (3.23), d.h. der Minimierung eines Zielfunktionals unter Box-Constraints.
Die Autoren nehmen an, dass das Zielfunktional f zweimal stetig differenzierbar und
streng konvex ist. Während Newton-Verfahren in der Regel bei der Berechnung der
Abstiegsrichtung auf die Hessematrix H angewiesen sind, versuchen Quasi-Newton-
Verfahren die Hessematrix nur über die Kenntnis des Gradienten zu approximieren.
Dies ist oft vollkommen ausreichend und hat den Vorteil, dass die aufwändige Berech-
nung der Hessematrix in jedem Iterationsschritt umgangen werden kann. Die Approxi-
mation der Hessematrix, oder vielmehr dessen Inverse, wird dabei in jedem Iterations-
schritt aktualisiert und anschließend verwendet, um die Gradientenrichtung zu skalie-
ren. Wir erhalten somit einen approximativen Newton-Schritt als potentielle Suchrich-
tung zur Minimierung von f .

Die wohl berühmteste Update-Regel für die Hessematrix ist durch den Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS) Algorithmus gegeben, welcher Anwendung findet im Quasi-
Newton-BFGS-Verfahren für unbeschränkte Minimierungsprobleme. Sei Hk die appro-
ximative Hessematrix im k´ten Iterationsschritt und die Vektoren sk und gk gegeben
durch

sk “ βββpk`1q
´ βββpkq und gk “ ∇fpβββpk`1q

q ´∇fpβββpkqq. (4.3)

Die BFGS-Update-Regel für die Hessematrix lautet dann

Hk`1
“ Hk

`
gkgTk
gTk sk

´
HksksTk pHkqT

sTkHksk
. (4.4)

Da wir die Suchrichtung pk durch das Lösen von

Hkpk “ ´∇fpβββpkqq (4.5)

erhalten, ist die Inversion von Hk notwendig. Dies kann jedoch umgangen werden,
indem man direkt die inverse Hessematrix in den Update-Prozess einbezieht. Unter
Ausnutzung der Sherman-Morrison-Formel erhalten wir für die Inverse Sk von Hk die
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Update-Regel

Sk`1
“ Sk `

psTk gk ` gTk SkgkqpsksTk q
psTk gkq2

´
SkgksTk ` skgTk Sk

sTk gk
, (4.6)

und schließlich somit die Suchrichtung im Quasi-Newton-BFGS-Verfahren für unbe-
schränkte Minimierungsprobleme durch

pk “ ´Sk∇fpβββpkqq. (4.7)

Es handelt sich also um ein sogenanntes Gradientenskalierungsverfahren.

Die Methode ist bekannt dafür, dass sie sehr effizient und robust für entsprechend
glatte Zielfunktionen ist. In [19] und [77] weisen die Autoren jedoch darauf hin, dass die
BFGS-Methode auch für nicht-glatte Funktionen eine sehr gute Performance aufweist,
insbesondere in Kombination mit der Armijo-Wolfe-Liniensuche zur Bestimmung der
zugehörigen Schrittweite λk.

Das PQN-Verfahren kann als eine natürliche Erweiterung des BFGS-Verfahrens auf
beschränkte Optimierungsprobleme angesehen werden. Die Besonderheit hierbei ist die
Auswahl der Parameterkomponenten, die noch in den Optimierungsprozess einbezogen
werden können. Statt (4.7) berechnet man die Suchrichtung

pk “ ´Ŝk∇fpβββpkqq, (4.8)

wobei

Ŝk “

$

&

%

Skij, wenn i, j R Ik1 Y I
k
2 ,

0, sonst
(4.9)

verfolgt, welche Parameterkomponenten fixiert werden und welche noch frei sind. Dabei
werden die fixierten Komponenten in der Indexmenge Ik1 Y Ik2 gesammelt, welche wir
im Folgenden definieren möchten. Die Indexmenge

Ik1 “
!

i : βpkqi “ 0^
“

∇fpβββpkqq
‰

i
ą 0, oder βpkqi “ βmax ^

“

∇fpβββpkqq
‰

i
ă 0

)

(4.10)

repräsentiert die sogenannten aktiven1 Komponenten des Parameters, dessen Betrach-
tung für weitere Iterationen irrelevant ist, da die sonstige Hinzunahme das Zielfunk-

1Die Parameterkomponente βpkq

i liegt bereits auf dem Rand der Box-Nebenbedingung r0, βmaxs.
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tional nicht weiter verringert. Dann ist z.B. für eine aktive Komponente βpkqi “ 0, die
nicht in Ik1 liegt, noch möglich, dass βpk`1q

i ą 0 mit

fpβββpk`1q
q ă fpβββpkqq (4.11)

gilt. Der Ausschluss solcher Komponenten lässt sich folglich realisieren mit

S̄k “

$

&

%

Skij, wenn i, j R Ik1 ,

0, sonst.
(4.12)

Da das PQN-Verfahren kein Gradientenverfahren, sondern ein Gradientenskalierungs-
verfahren ist, kann es sein, dass die Abstiegsbedingung (4.11) doch nicht erfüllt wird.1

Deswegen fixieren wir solche aktiven Komponenten, die noch unberührt von der Index-
menge Ik1 sind, mit der Indexmenge

Ik2 “
!

i : βpkqi “ 0^
“

S̄k∇fpβββpkqq
‰

i
ą 0, oder βpkqi “ βmax ^

“

S̄k∇fpβββpkqq
‰

i
ă 0

)

.

(4.13)

Für weitere Einzelheiten verweisen wir den interessierten Leser auf [42].

Ist die Suchrichtung (4.8) gegeben, so ist die Bestimmung der Schrittweite λk für
einen Iterationsschritt (4.1) notwendig. In dieser Arbeit implementieren wir dazu die
Backtracking-Liniensuche basierend auf der Armijo-Bedingung, bei der eine Schritt-
weite λk ą 0 akzeptiert wird, wenn

fpβββpkqq ´ f
`

PBpβββ
pkq
` λkpkq

˘

ě ´cλk∇fpβββpkqqTpk (4.14)

für eine Konstante c P p0, 1q erfüllt ist. Genügt λk der Bedingung (4.14) nicht, so re-
duzieren wir die Schrittweite sukzessive durch λk :“ τλk mit τ P p0, 1q. Wie in der
originalen Arbeit von Armijo ([3]) verwenden wir c “ τ “ 0.5.

Wir wählen S0 “ I, sodass die erste Suchrichtung einfach dem steilsten Abstieg ent-
spricht. In den weiteren Iterationsschritten baut das PQN-Verfahren Krümmungsin-
formationen über (4.6) auf, was den Minimierungsprozess (durch das Einbeziehen der
zweiten Ableitung) drastisch beschleunigt.

1Die Komponente der Abstiegsrichtung ist schließlich
“

S̄k∇fpβββpkqq
‰

i
und nicht

“

∇fpβββpkqq
‰

i
.
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4.2 Experimentelles Setting

Um das Zielfunktional (3.22) vollständig für numerische Experimente zu beschreiben,
müssen wir zum einen das Setting des Anfangsrandwertproblems (2.25) - (2.28) fixieren
und zum anderen die verrauschten Messdaten uδ simulieren.

Um der Motivation dieser Arbeit, dem ACC-Kühlprozess von Stahlplatten, treu zu
bleiben, versuchen wir die Größen im experimentellen Setting so nahe wie möglich an
physikalisch plausiblen Werten zu orientieren, vernachlässigen dabei aber meist die SI-
Einheiten1.

Wir legen eine Dicke der Stahlplatte von 50 mm fest, d.h. L “ 0.05 rms und Ω “

r0, 0.05s. Das Zeitintervall I “ r0, T s sei durch T “ 30 rss fixiert, was einer typischen
Gesamtkühlzeit im zugrunde liegenden ACC-Prozess entspricht. Indem wir die tempe-
raturabhängigen Materialparameter k und C in (2.21) definieren, sind wir in der Lage
die Temperatur durch (2.2) in Enthalpie umzuwandeln. Wir verweisen auf Abbildung
4.1 für eine Anschauung der Transformation, die genaue Umrechnung von Temperatur
zu Enthalpie sei an dieser Stelle aber nicht relevant.

Temperatur θ

En
th
al
pi
e
u

Abbildung 4.1: Temperatur-zu-Enthalpie Transformation

Dementsprechend können wir auch die Temperatur- bzw. Enthalpieleitfähigkeit α1 “ k
C

darstellen, vergleiche (2.14). Da das Ergebnis in unserem Fall eine stückweise kubische
Funktion ist, lassen wir hier die analytische Form weg und verweisen auf Abbildung
4.2, um die Nichtlinearität der Enthalpieleitfähigkeit zu bestätigen.

1Eine Tabelle der SI-Einheiten befindet sich im Anhang C.
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Abbildung 4.2: Enthalpieleitfähigkeit α1puq in Abhängigkeit der Enthalpie u

Unter der Annahme einer homogenen Anfangstemperatur von ca. 1100 K legen wir
außerdem die Anfangsbedingung up0, xq “ u0pxq “ 5.5 ˆ 109 fest. Gleichzeitig soll
dieser Wert der Enthalpie-Obergrenze umax entsprechen. Somit ist das Setting des
ARWPs bis auf die Randbedingungen (2.26) - (2.27) gesetzt.

Wir erzeugen verrauschte Messdaten uδ, indem wir die (exakten) Wärmeflüsse
βex0 puq, β

ex
L puq P C1pr0, umaxsq aus Abbildung 4.3 in die Randbedingungen einsetzen, die

zugehörige Lösung uex P U des nun vollständigen ARWPs berechnen und anschließend
mit dem Beobachtungsoperator auswerten.

Abbildung 4.3: Exakte Wärmeflüsse, um uδ zu simulieren

Dabei wird die Lösung uex durch eine stabile Finite-Differenzen-Methode (FDM) auf
einem endlichen Raum- und Zeitgitter approximiert, siehe Abbildung 4.4.
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Zeit t in s

Ort x in mm

En
th
al
pi
e
u
ex

Abbildung 4.4: Approximierte Lösung von uex

Die Wärmeleitung im Inneren, d.h. für x P Ω, wird hierbei lediglich von der
Enthalpieleitfähigkeit α1 gesteuert, während der Wärmeübergang an den Rändern x “ 0
und x “ L über die Wärmeflüsse βex0 und βexL bestimmt wird. Den oben erwähnten
Leidenfrost-Effekt haben wir dabei in den exakten Wärmeflüssen modelliert. Ausge-
hend von hohen Enthalpiewerten simuliert der Beginn der Peaks in Abbildung 4.3 den
Zusammenbruch der Dampfschichten, was zu erhöhten Wärmeflüssen führt, welche mit
niedrigen Enthalpiewerten wieder abklingen.

Für den Messprozess simulieren wir den Einsatz von d “ 5 Thermoelementen in den
Messtiefen

x P px1 “ 0.002, x2 “ 0.01, x3 “ 0.025, x4 “ 0.04, x5 “ 0.048qT . (4.15)

Dies entspricht dem Kern der Stahlplatte und jeweils 2mm bzw. 10mm unter den
Oberflächen. Während der Kühlung erfasst jeder solcher Thermoelemente alle 0.1s die
Enthalpie, 1 also zu den Zeitpunkten

t P pt1 “ 0.1, t2 “ 0.2, . . . , t300 “ T “ 30qT . (4.16)

Wir erhalten damit die beobachtete Enthalpiematrix Quex P Y “ R5ˆ300, siehe (3.18).
Den Messfehler simulieren wir unter der Annahme, dass eine typische Sensorgenauigkeit
in dem Fehlerbereich ˘0.5 K liegt. Dementsprechend addieren wir auf jede Komponente

1Wir simulieren an dieser Stelle einen 10 Hz Logger.
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von Quex eine gleichverteilte Zufallszahl im Intervall r´2, 2s ˆ 106, um schließlich die
verrauschten Daten uδ zu erhalten. Aus der Ermittlung des relativen Rauschlevels mit
der Frobenius-Norm durch

1
2}Qu

ex
´ uδ}2Y ď δ}uδ}2Y , (4.17)

ergab sich der Wert δ :“ 6.65ˆ10´8. Eine solche Berechnung können wir natürlich nur
bei simulierten Messfehlern durchführen. Für reale Daten muss δ natürlich geschätzt
werden.
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4.3 Numerische Resultate

Mit α1 und u0 aus dem experimentellen Setting ist auch der Vorwärtsoperator (3.2)
vollständig beschrieben. Zur Bestimmung des Wärmeflussparameters βββ P B und den
zugehörigen Wärmeflüssen (PCHIP Interpolanten) β0pu,βββq, βLpu,βββq P C1pr0, umaxsq
möchten wir die verrauschten Messdaten uδ verwenden, um (3.23) zu lösen und an-
schließend das Ergebnis mit den simulierten exakten Wärmeflüssen vergleichen.

Für πn aus (3.9) wählen wir eine äquidistante Partition des Intervalls r0, umaxs für
n “ 20, d.h. ui “ umax ¨

`

i´1
n´1

˘

für i “ 1, . . . , n. Für die Box-Nebenbedingung setzen
wir B “ r0, βmaxs2n mit βmax “ 16ˆ 106, vergleiche Abbildung 4.3.

Als Startwert legen wir βββp0q “ 0 P R2n fest. Wir gehen also davon aus, dass wir keine
a-priori Informationen über die Struktur der Lösung des inversen Wärmetransferpro-
blems kennen.

Ausgehend von dem Parameter βββpkq für k “ 0, 1, . . . , k˚ durchlaufen wir die Prozess-
kette (3.15) des Lösungsoperators S. Auch hier erhalten wir eine approximative En-
thalpielösung, indem wir das ARWP durch eine stabile FDM lösen. Hierbei verwenden
wir aber ein anderes Raum- und Zeitgitter als in der vorangegangenen Simulation, um
das ’inverse Verbrechen’ zu vermeiden.1 An dieser Stelle erwähnen wir, dass die exak-
ten Wärmeflüsse aus Abbildung 4.3 stückweise kubische Interpolanten auf einer völlig
anderen Partition als πn sind. Andernfalls bestünde auch hier der Inversionsprozess
lediglich im Invertieren des numerischen Vorwärtsmodells.

Im kontinuierlichen Setting würde die Lösung Spβββpkqq nun auf den Beobachtungsope-
rator Q aus (3.18) angewendet werden. Da wir aber nur eine approximierte Lösung auf
einem endlichen Raum- und Zeitgitter besitzen, interpolieren wir die bzgl. (4.15) und
(4.16) notwendigen Enthalpiewerte. Auf diese Weise erhalten wir eine Approximation
der Enthalpiematrix F pβββpkqq, welche mithilfe des Zielfunktionals (3.22) mit den Mess-
daten uδ abgeglichen werden kann.

Um (4.1) in der k-ten Iteration durchzuführen, berechnen wir den Gradienten (3.63)
mit Q˚ und S̃˚βββpkq aus (3.19) bzw. (3.30). Dabei wird S̃˚βββpkq dadurch berechnet, dass das
adjungierte Problem (3.40) - (3.43) mit einer stabilen FDM gelöst wird. Die approxi-

1Der aus [17] bekannte Originalbegriff ’inverse crime’ umschreibt das Vorgehen, bei dem Daten
mit derselben numerischen Näherung simuliert und invertiert werden.
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mative Lösung ϕ wird anschließend genutzt, um das Integral (3.44) numerisch mit der
Trapezregel auszuwerten. Wir bemerken, dass die Gradienten ∇β0 und ∇βL (bzgl. des
Parameters βββq analytisch berechnet werden können, wenn die Interpolationsmethode
bekannt ist. Für eine Berechnung des Gradienten für einen PCHIP-Interpolanten ver-
weisen wir ausdrücklich an dieser Stelle auf Anhang A.3.

Für den ersten Schritt des PQN-Verfahrens wählen wir S0 “ I. Danach werden die
Gradienten (3.63) mithilfe der berechneten inversen Hessematrix skaliert, welche in je-
dem Iterationsschritt durch (4.6) aktualisiert wird. Wir erhalten so eine Suchrichtung
via (4.8), indem wir auch die freien und fixierten Komponenten über (4.10) und (4.13)
erfassen. Anschließend implementieren wir die Backtracking-Liniensuche (4.14), um ei-
ne angemessene Schrittweite λk ą 0 zu erhalten.

Dieses Vorgehen wird so lange wiederholt, bis die Diskrepanzprinzip-Bedingung (4.2)
erfüllt ist. Da wir Diskretisierungsfehler aufgrund mehrerer Approximationen einge-
schlossen haben, wählen wir ρ “ 2, um die Iterationen rechtzeitig zu stoppen, d.h.
ρδ “ 1.33ˆ 10´7.

Wir vergleichen dabei die Performance des PQN-Verfahrens zu der des gedämpften
Landweber-Verfahrens

βββpk`1q
“ PB

`

βββpkq ´ λ∇fpβββpkqq
˘

(4.18)

für einen konstanten Dämpfungsfaktor λ ą 0, vergleiche Anhang B. Da wir nicht
erwarten, dass die Iterationen über (4.2) abgebrochen werden, setzen wir die maximale
Iterationszahl auf K “ 10000.

Die numerischen Ergebnisse sind in Abbildung 4.5 dargestellt.
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Wärmeflüsse für x “ 0

Wärmeflüsse für x “ L

Abbildung 4.5: Vergleich der exakten Wärmeflüsse mit PCHIP-Interpolanten zu (a)
dem Anfangsparameter βββp0q, (b) dem optimierten Parameter βββpk˚q für das PQN-
Verfahren, (c) dem Parameter βββpKq für das gedämpfte Landweber-Verfahren nach
K “ 10000 Iterationen

cstop

Abbildung 4.6: Logarithmus der Residuen für die ersten k˚ “ 1028 Iterationen und
dem Schwellenwert cstop “ logpρδ}uδ}2Y q für das Abbruchkriterium (4.2)
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In Abbildung 4.6 ist zu erkennen, dass das PQN-Verfahren der Bedingung (4.2) nach
nur k˚ “ 1028 Iterationen genügt, während das gedämpfte Landweber-Verfahren nach
K “ 10000 Iterationen noch sehr weit davon entfernt ist. Bei der Erhöhung des Dämp-
fungsfaktors λ ą 0 in (4.18) zur Beschleunigung des Landweber-Verfahrens tauchen nu-
merische Instabilitäten auf. Die Verwendung des Backtracking-Liniensuchalgorithmus
anstatt λ zu fixieren, liefert auch keine signifikanten Verbesserungen für das gedämpf-
te Landweber-Verfahren. Es überrascht nicht, dass das PQN-Verfahren aufgrund der
Einbeziehung von Krümmungsinformationen überlegen ist. Abbildung 4.5 zeigt, dass
die Interpolanten β0pu,βββ

pk˚qq und βLpu,βββ
pk˚qq die exakten Wärmeflüsse sehr gut ap-

proximieren. Die Schwingungen auf der rechten Seite der Abbildung lassen sich durch
die verrauschten Daten und weitere Fehler durch Approximationen erklären, die für
das PQN-Verfahren durchgeführt werden müssen. Da die Hauptinformation über den
Leidenfrost-Effekt in den Peaks auf der linken Seite liegt, sind diese Fehler vernachläs-
sigbar, insbesondere wenn man die signifikante Reduktion der Rechenzeit berücksich-
tigt.

Wir verzichten an dieser Stelle auf weitere numerische Experimente, nehmen aber vor-
weg, dass das PQN-Verfahren in der Lage ist beliebige Wärmeflüsse βex0 und βexL aus
dem Raum C1pr0, umaxsq zu identifizieren, solange die Anzahl n der Partitionspunkte
des Interpolationsansatzes angemessen gewählt wird. Danach sind aber keine a-priori
Informationen der Suchgrößen notwendig. Je nach Rauschlevel δ kann das Abbruch-
kriterium (4.2) angepasst werden, um die Iterationen frühzeitig zu stoppen.

Wir betonen erneut, dass der Vergleich beider Verfahren nicht das einzige Ziel verfolgt
eine schnellere Konvergenz des PQN-Verfahrens zu zeigen. Vielmehr wollen wir hervor-
heben, dass sich beide Verfahren zunächst auf dieselbe Zutat, nämlich der Berechnung
des Gradienten (3.63), berufen und dass das PQN-Verfahren unter einem überschauba-
ren, aber lohnenden Mehraufwand gegenüber dem gedämpften Landweber-Verfahren
aufgesetzt werden kann.

Wir fassen in Abbildung 4.7 nochmals den Algorithmus zur Lösung von (3.23) mithilfe
des PQN-Verfahrens zusammen.
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5. Numerische Bestimmung
des Wärmeleitverhaltens
In diesem Teil der Arbeit möchten wir eine Kurzzusammenfassung eines anderen in-
versen Wärmetransferproblems angeben. Dabei stützen wir uns auf die Ergebnisse der
Publikation [61], bei der die Bestimmung des Wärmeleitverhaltens des Materials im
Inneren behandelt wird. Wir untersuchen das Problem hier bei Weitem nicht so aus-
führlich wie das vorangegangene. Dieser Abschnitt ist heuristisch motiviert und soll
lediglich einen numerischen Fahrplan umreißen, mit dem das Wärmeleitverhalten aus
ähnlichen Messungen und Methoden bestimmt werden kann wie zuvor.

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir das inverse Wärmetransferproblem zur
Identifizierung unbekannter Wärmeflüsse diskutiert und gelöst. Dabei sind wir davon
ausgegangen, dass die Enthalpieleitfähigkeit α1 bekannt ist. Insbesondere bedeutet dies,
dass die Materialparameter (Wärmeleitfähigkeit k, Wärmekapazität C) aus (2.21) ge-
geben sind, siehe (2.14). In der Praxis ist die Kenntnis von C erforderlich, um die
Enthalpietransformation (2.2) durchzuführen und so die Temperaturmessungen der
Thermoelemente als Enthalpiemessungen darzustellen.

Berechtigterweise kommt die Frage auf, was zu tun ist, sollten die Materialparameter
k und C nicht bekannt sein. An dieser Stelle hilft die (äquivalente) temperaturabhän-
gige Modellierung des Wärmetransfers im Sinne des Anfangsrandwertproblems (2.21)
- (2.24) aus, wobei wir die Randbedingungen durch Dirichlet-Randbedingungen wie
folgt austauschen möchten:

Wir nehmen an, dass der Messprozess aus 3 Thermoelementen besteht, die in den
Messtiefen

x P px1 “ ε, x2 “ L{2, x3 “ L´ εqT (5.1)

verbaut sind, wobei ε jeweils den Abstand zwischen der Oberfläche und den oberflä-
chennahen Messtiefen x1 bzw. x3 kennzeichnet, siehe Abbildung 5.1.

89
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x1 “ ε

x2 “
L
2

x3 “ L´ ε

Breite

D
ick

e Wärmeleitung

Abbildung 5.1: Ausschnitt der Stahlplatte mit 3 Thermoelementen, vgl. Abbildung 1.4

Die Thermoelemente sind hier farblich kodiert, sodass wir die gemessenen Tempera-
turkurven in Abbildung 5.2 direkt der entsprechenden Messtiefe zuordnen können, vgl.
Abbildung 1.5.

Zeit t in Sekunden

Te
m
pe

ra
tu
r
in

°C

800

600

400

200

Gemessene Temperaturen
θ3 in x3 “ L´ ε
θ2 in x2 “ L{2
θ1 in x1 “ ε

10 20 30 40 50 60

Abbildung 5.2: Gemessene (und interpolierte) Temperaturen

Wir bemerken, dass wir an dieser Stelle die interpolierten Funktionen θ1, θ2 und θ3 in
die Abbildung aufgenommen haben, obwohl die Zeitmessungen wieder diskret sind, d.h.
die i-te Komponente von θθθ1, θθθ2 oder θθθ3 P Rm entspricht der Messung zum Zeitpunkt
ti, i “ 1, . . . ,m. Ist ε hinreichend klein, so ist die Wärmeleitung im Inneren nahezu
vollständig von den Wärmeströmen x2 Ñ x1 und x2 Ñ x3 beschrieben, vergleiche
Abbildung 5.1. Wir können das Modell zur Beschreibung der Wärmeleitung im Inneren
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von daher durch das ARWP wie folgt beschreiben:

Cpθqθt “ pkpθqθxqx, t P I, x P Ωε, (5.2)
θ “ θ1, t P I, x “ x1, (5.3)
θ “ θ3, t P I, x “ x3, (5.4)
θ “ θ0, t “ 0, x P Ωε. (5.5)

Hierbei ist Ωε :“ rx1, x3s Ă Ω das verkleinerte Ortsintervall. Die Messungen aus
den zwei oberflächennahen Thermoelementen werden also aufgegeben, um Dirichlet-
Randbedingungen zu erzeugen. Die Kernmessung θθθ2 P Rm entspricht dann den Mess-
daten zu dem folgenden inversen Wärmetransferproblem:

Für gegebene Randtemperaturen θ1, θ3, sowie der Anfangsbedingung θ0 und den Mess-
daten θθθ2, bestimme die passenden Materialparameter k und C.

Da die Materialparameter von der Temperatur θ abhängen, welche Lösung des An-
fangsrandwertproblems (5.2) - (5.5) ist, handelt es sich hierbei also erneut um einen
implizit gegebenen Vorwärtsoperator, mit einer entsprechenden Definition, der Gestalt

F pkpθq, Cpθq, θq “ 0. (5.6)

Der PCHIP-Ansatz aus Abschnitt 3.1 erlaubt es uns wieder die temperaturabhängigen
Materialparameter durch reellwertige Parameter pk,CqT P R2n zu ersetzen und den
Vorwärtsoperator wieder explizit durch

F : R2n
Ñ Rm (5.7)

darzustellen. Dabei fassen wir dieses Mal den Beobachtungsoperator direkt in die Pro-
zesskette mit ein:

pk,CqT P R2n Interpolation
ÝÝÝÝÝÝÝÑ k, C P C1 (5.3)-(5.4), löse ARWP

ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ θ
Beobachtung
ÝÝÝÝÝÝÝÑ θp¨, x2q P Rm.

(5.8)

Wir fassen die Bestimmung von p :“ pk,CqT als ein Parameteridentifizierungsproblem
auf und minimieren dazu das Least-Squares-Funktional

fppq :“ }F ppq ´ θθθ2}
2
2, (5.9)
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wobei } ¨ }2 die euklidische Norm im Rm bezeichnet. Erfahrungsgemäß kann das even-
tuelle Vorhandensein von kleinen Messfehlern in θθθ2 vernachlässigt werden. Zur Mini-
mierung des Funktionals (5.9) verwenden wir einen iterativen Löser.

Um das vorgeschlagene Vorgehen auf Machbarkeit zu überprüfen, erzeugen wir Mess-
daten θθθ2 P Rm, indem wir simulierte Materialparameter kex, Cex P C1pΘq heranzie-
hen, eine approximierte Lösung θ des Problems (5.2) - (5.5) mithilfe einer stabilen
Finiten-Differenzen-Methode berechnen und diese im Kern x “ x2 auswerten. Für den
Temperaturbereich θ P Θ “ r0, 900s (in Grad Celsius) seien die Funktionen durch

kexpθq “ 60´ θ

30 , (5.10)

Cex
pθq “ 7650 ¨

ˆ

475` 0.0265 ¨ θ ` 0.000855 ¨ θ2
´

0.000855 ¨ θ2 ´ 0.1735 ¨ θ ` 140
1` e´0.1pθ´700q

˙

,

(5.11)

festgelegt, siehe Abbildung 5.3.

0 150 300 450 600 750 90030

35

40

45

50

55

60

0 150 300 450 600 750 9003.5

4

4.5

5

5.5

6

6.5

7 106x

Temperatur θ Temperatur θ

C
ex
pθ
q

k
ex
pθ
q

Abbildung 5.3: Exakte Materialparameter kex, Cex P C1pΘq

Weiterhin wählen wir eine äquidistante Partition πn von Θ für n “ 50 Stützstellen. Um
zu betonen, dass wir auch hier keine a-priori Information der Suchgrößen benötigen,
legen wir konstante Startwerte

k0 “ p45, . . . , 45
loooomoooon

n´ mal

q
T und C0 “ 106

¨ p4.5, . . . , 4.5
looooomooooon

n´mal

q
T (5.12)
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fest. Die PCHIP-Interpolanten sind dementsprechend auch

k0pθq “ 45, (5.13)
C0pθq “ 4.5 ¨ 106 (5.14)

für alle θ P Θ konstant.

Zur Minimierung von (5.9) wählen wir einen trust-region-reflective Algorithmus, der
von der Matlab-Toolbox lsqnonlin bereitgestellt wird. Das ARWP lösen wir an dieser
Stelle erneut approximativ auf einem endlichen Raum- und Zeitgitter. Das Ergebnis,
die PCHIP-Interpolanten kopt und Copt, vergleichen wir mit den exakten Materialpara-
metern im Temperaturintervall Θ̃ P Θ1 in Abbildung 5.4.
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kex Cexk0 kopt C0 Copt

Abbildung 5.4: Vergleich der Startwerte und den exakten (simulierten), sowie optimier-
ten Materialparametern im Temperaturintervall Θ̃

Aufgrund der offensichtlichen Mehrdeutigkeit des Vorwärtsoperators, d.h. wegen

F ppppq “ F pγpppq, γ ą 0, (5.15)

können wir von dem numerischen Verfahren nur eine Eindeutigkeit des Quotienten k
C
,

1Ist θpt, xq die Lösung des ARWPs (5.2) - (5.5), so können wir nur Ergebnisse im Temperaturin-
tervall rmin

t,x
θ,max

t,x
θs “: Θ̃ P Θ erwarten, d.h. dem Temperaturintervall, den der Solver ’sieht’.
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also der Temperaturleitfähigkeit, erwarten.1 Der Vergleich von

λex :“ kex

Cex
und λopt :“ kopt

Copt
(5.16)

in Abbildung 5.5 löst die Mehrdeutigkeit auf.

Temperatur θ

λex

λopt

Abbildung 5.5: Vergleich exakter und optimierter Temperaturleitfähigkeiten

Für die Bestimmung der Enthalpieleitfähigkeit α1 ist es von daher vollkommen ausrei-
chend, die Materialparameter bis auf eine Konstante γ zu bestimmen, siehe (2.14). Die
Enthalpietransformation (2.2) ist dann zwar um einen Faktor gestört, dieser beeinflusst
den Wärmetransfer (2.25) - (2.28) aber nicht.

Wir können abschließend zusammenfassen, dass das Verfahren in der Lage ist, das Wär-
meleitverhalten im Sinne der Temperaturleitfähigkeit zu bestimmen. Eine Auswertung
des Verfahrens für ein Beispiel mit realen Daten ist in den Abbildungen 5.6 und 5.7 zu
sehen. Die Messdaten wurden während des Kühlprozesses einer 42 mm dicken Stahl-
platte für das Zeitintervall r0, 60s Sekunden aufgenommen, wobei die oberflächennahen
Thermoelemente jeweils ε “ 4 mm unter der Oberfläche verbaut sind. In beiden Ab-
bildungen handelt es sich um die gemessenen Temperaturkurven θ1, θ2 und θ3, sowie
einer optimierten Kern-Rechnung. Während in Abbildung 5.6 Materialparameter aus
der Literatur zur Berechnung der Lösung des Modells (5.2) - (5.5) herangezogen wur-
den, sind in Abbildung 5.7 die Temperaturkurven zu optimierten (und physikalisch
plausiblen) Materialparametern aufgetragen.

1Der Quotient der Interpolanten k
C “

γk
γC ist tatsächlich eindeutig.



95

Abbildung 5.6: Vorwärtsrechnung mit physikalisch plausiblen Literaturwerten kann die
Kern-Messung nicht reproduzieren
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Abbildung 5.7: Vorwärtsrechnung mit optimierten Werten, Kern-Messung kann repro-
duziert werden, Materialparameter sind physikalisch plausibel.



Fazit und Ausblick
Wir haben in dieser Arbeit ein Verfahren zur Behandlung eines inversen 1D Wärme-
transferproblems mit implizitem Lösungsoperator vorgeschlagen. Die Herleitung des
Anfangsrandwertproblems haben wir in der Modellierung des Kühlprozesses von Stahl-
platten motiviert, wobei wir die Phasenumwandlung des Materials sowie die Leidenfrost-
Effekte durch enthalpieabhängige Materialparameter und Wärmeflüsse eingebunden
haben. Um die Wohldefiniertheit des Lösungsoperators und eine Enthalpielösung des
Anfangsrandwertproblems in einem entsprechenden mathematischen Setting zu ge-
währleisten, haben wir zwei verschiedene Existenz- und Eindeutigkeitstheorien un-
tersucht. Speziell haben wir dabei die Vor- und Nachteile klassischer sowie starker
Lösungen diskutiert. Um die Implizität des Lösungsoperators zu überwinden, haben
wir die Enthalpieabhängigkeit der Wärmeflüsse durch einen geschickten Parametrisie-
rungsansatz entkoppelt, welcher es uns erlaubt das inverse Problem nach klassischem
Muster zu lösen. Der vorgeschlagene PCHIP-Ansatz respektiert dabei die Nebenbedin-
gungen im Sinne der Beschränktheit der Wärmeflüsse. Außerdem schränken wir auf
diese Art hinsichtlich des inversen Problems den Raum C1 der gesuchten Wärmeflüsse
nicht ein. Zur numerischen Behandlung haben wir das PQN-Verfahren mit dem ge-
dämpften Landweber-Verfahren implementiert. Da beide Verfahren die Kenntnis des
Gradienten des Zielfunktionals erfordern, haben wir eine Berechnung dessen herge-
leitet. Mehrfach ausgenutzt haben wir an dieser Stelle die Theorie starker Lösungen,
welche uns eine praktische Skalarprodukterweiterung einer abstrakten dualen Paarung
liefert. In einem numerischen Test haben wir die Outperformance des PQN-Verfahrens
(bei überschaubarem Mehraufwand) gegenüber dem gedämpften Landweber-Verfahren
nachgewiesen. Für ein zusätzliches Beispiel des PCHIP-Ansatzes haben wir ein weiteres
inverses Problem heuristisch umrissen.

Für zukünftige Forschung bezüglich der mathematischen Theorie ist, unabhängig von
Modell und Anwendung, die Verallgemeinerung des Interpolationsansatzes auf implizit
definierte Lösungs- und Vorwärtsoperatoren denkbar. In der Hinsicht ist die Fragestel-
lung interessant, inwiefern bereits die Festlegung der Anzahl n ą 0 der Partitionspunkte
regularisierend auf das Problem wirkt.
Allgemeiner ist auch die Behandlung impliziter Operatorgleichungen in allgemeinen
Banachräumen interessant: Zum einen bezüglich der Existenztheorie (Satz von der im-
pliziten Funktion in Banachräumen) von Lösungen, zum anderen auch bezüglich der
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Sensitivätsanalyse, also der Berechnung der Ableitungen, ohne die Kenntnis des expli-
ziten Zusammenhangs.

Für die zukünftige Arbeit hinsichtlich des Anwendungsaspektes steht sicherlich die Be-
handlung des Optimalsteuerungsproblems der ACC Kühlanlage im Vordergrund. Wir
haben Verfahren für einen festen Kühlplan vorgestellt, mit denen das innere Wär-
meleitverhalten, sowie das Wärmeübergangsverhalten an den Grenzflächen bestimmt
werden kann. Die Auswertung verschiedenster Kühlpläne erlaubt es uns nun, den Zu-
sammenhang zwischen Kühlwirkung und Kühlursache zu modellieren. Somit kann die
Nebenbedingung der Zustandsvariablen u, also das vom Kühlplan abhängige Anfangs-
randwertproblem, im Optimalsteuerungsproblem vollständig beschrieben werden. Für
einen gewünschten Zustand, der metallurgisch begründet ist, lässt sich damit ein Kühl-
plan prognostizieren.



A. PCHIPs
’Piecewise Cubic Hermite Interpolating Polynomials’

A.1 Konstruktion

Die Interpolationsmethode von Fritsch und Carlson wurde 1980 in [28] publiziert. Wir
geben im Folgenden einige Konstruktionsdetails an.

Sei I “ ra, bs P R und
πn : a “ x1 ă x2 ă . . . ă xn “ b

eine Partition des Intervalls I. Weiterhin sei tfi : i “ 1, 2, . . . , nu eine gegebene Menge
an Datenpunkten auf den Partitionspunkten txi : i “ 1, 2, . . . , nu. Das Ziel ist es auf
πn eine stückweise kubische Funktion ppxq P C1rIs zu konstruieren, sodass gilt

ppxiq “ fi, i “ 1, 2, . . . , n.

Auf jedem Teilintervall Ii “ rxi, xi`1s soll ppxq außerdem monoton sein, sodass weder
Überschwinger noch erhöhte Oszillationen auftreten. Dargestellt werden kann ppxq mit
x P Ii als kubisches Polynom wie folgt:

ppxq “ fiH
i
1pxq ` fi`1H

i
2pxq ` diH

i
3pxq ` di`1H

i
4pxq,

mit dj “ p1pxjq für j “ i, i ` 1. Dabei handelt es sich bei H i
kpxq (k “ 1, . . . , 4) um die

üblichen kubischen Hermite-Basisfunktionen für das Intervall Ii:

H i
1pxq “ φppxi`1 ´ xq{hiq, H i

2pxq “ φppx´ xiq{hiq,

H i
3pxq “ ´hiψppxi`1 ´ xq{hiq, H i

4pxq “ hiψppx´ xiq{hiq, (A.1)

mit hi “ xi`1 ´ xi, φptq “ 3t2 ´ 2t3 und ψptq “ t3 ´ t2, siehe Abbildung A.1.

Die Konstruktion des stückweisen kubischen Interpolanten besteht im Wesentlichen in
der Approximation der Ableitungen d1, . . . , dn, für die es verschiedene Möglichkeiten
gibt, siehe [28]. Betrachten wir, wie in unserer Anwendung eine äquidistante Partition
πn des Intervalls I mit hi “ hj “: h für alle i, j “ 1, 2, . . . , n, so können wir die
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-0.2

0

0.2

0.4
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0.8

1

pxi`1 ´ xiq{2 xi`1xi
x

H i
1

H i
2

H i
3

H i
4

Abbildung A.1: Hermite-Basisfunktionen (A.1) mit hi :“ 1

Ableitungen d1, . . . , dn berechnen durch:

d1 “
3
2∆1 ´

1
2∆2, . . . dk`1 “

2|∆k∆k`1|

∆k `∆k`1
, . . . dn “

3
2∆n´1 ´

1
2∆n´2,

mit ∆i “
fi`1´fi

h
für alle i “ 1, . . . , n. In der Originalarbeit von Fritsch und Carl-

son wird davon ausgegangen, dass die Datenpunkte durchgehend monoton sind, d.h.
fi ď fi`1 oder fi ě fi`1 für alle i “ 1, . . . , n ´ 1. Diese Voraussetzung ist jedoch mit
der nachstehenden Modifikation nicht mehr notwendig:

Ist sgnp∆k∆k`1q ă 0 so setzen wir dk`1 :“ 0.

Der in Abschnitt 3.1 vorgeschlagene PCHIP-Ansatz zur Interpolation unbekannter
Suchgrößen respektiert die Monotonie der Funktionswerte. Der Interpolant lässt, im
Vergleich zur Spline-Interpolation, keine Überschwinger oder Oszillationen zu. Dies
ist wichtig, da wir in dieser Arbeit ein Projektionsverfahren verwenden und die ge-
suchten Funktionen gewissen Box-Constraints genügen müssen. In Abbildung A.2 ma-
chen wir dazu an einem einfachen Beispiel deutlich, dass der Spline-Interpolant die
Box-Constraints, sowohl auf der Ober- wie Unterseite, verletzt. Dabei ist der Spline-
Interpolant in C2, während der PCHIP-Interpolant nur in C1 ist.
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Abbildung A.2: Datenpunkte pxi, fiq mit xi “ i ´ 1 und fi P r0, 10s für i “ 1, . . . , 11,
Vergleich PCHIP vs. Kubische Splines
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A.2 Approximationseigenschaft

Für fpxq P C1pra, bsq möchten wir im Folgenden eine Beweisskizze präsentieren, um zu
zeigen, dass

@ε ą 0 Dn P N : max
xPra,bs

|ppxq ´ fpxq| ă ε. (A.2)

Hierbei ist ppxq das PCHIP Interpolationspolynom zu der äquidistanten Partition

πn : a “ x1 ă x2 ă . . . ă xn “ b, (A.3)

welches die Bedingung

ppxjq “ fpxjq

für j “ 1, . . . , n erfüllt. Die Idee basiert auf dem Prinzip verschachtelter Partitionen.

Wir fixieren ε ą 0. Sei außerdem für i=1,2,. . .

hpiq “ 2´ipb´ aq

die Schrittweite der i-ten Partition

πpiq :“ txpiqj “ a` pj ´ 1qhpiq : j “ 1, . . . , 2i ` 1u.

Es gilt also πpiq Ă πpi`1q, d.h. jede nachfolgende Partition verfeinert immer die voran-
gegangene. Die zugehörigen PCHIP Interpolanten für die i-te Partition seien gegeben
durch ppiqpxq P C1pra, bsq, sodass

ppiqpx
piq
j q “ fpx

piq
j q

für alle j “ 1, . . . , 2i ` 1 gilt. Die Menge

Xpiq
“ tx P ra, bs : |ppiqpxq ´ fpxq| ě εu

umfasst alle Punkte x P ra, bs, in denen das PCHIP Interpolationspolynom ppiqpxq die
Funktion fpxq unzureichend beschreibt.
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Wegen

lim
iÑ8

hpiq “ 0

und der Monotonie der PCHIP Interpolanten ppiqpxq bezüglich der Funktionswerte
fpx

piq
j q für alle j “ 1, . . . , n muss gelten, dass

lim
iÑ8

min
j
|x
piq
j ´ x| “ 0

und

lim
iÑ8

ppiqpxq “ fpxq

für alle x P ra, bs. Es existiert also ein i˚ P N mit

max
xPra,bs

|ppi˚qpxq ´ fpxq| ă ε,

d.h. insbesondere gilt Xpi˚q “ tu. Für alle ε ą 0 existiert schließlich ein PCHIP Inter-
polationspolynom ppxq zu der Partition (A.3) mit n “ 2i˚ ` 1 Stützstellen und den
Funktionswerten fpxjq für j “ 1, . . . , n mit

xj “ a` pj ´ 1q b´ a
n´ 1 .

Ein numerisches Beispiel zur Bestimmung der Anzahl n der Partitionspunkte für
ε “ 0.2 ist in Abbildung A.3 illustriert: Das sukzessive Erhöhen von i “ 1 durch
i :“ i ` 1 liefert i˚ “ 4 mit Xpi˚q “ tu, also n “ 2i˚ ` 1 “ 17 Stützstellen für den
PCHIP Interpolanten ppxq. Das Beispiel kann offensichtlich für jedes ε ą 0 erweitert
werden. Die Approximationsgenauigkeit lässt sich also durch das Anpassen der Anzahl
n der Partitionspunkte steuern.
Hinsichtlich der Anwendung des PCHIP Interpolationsansatzes bei inversen Proble-
men ist ein solches Vorgehen zur Bestimmung von n natürlich ausgeschlossen, da die
Suchgröße fpxq unbekannt ist. Nichtsdestotrotz bietet es sich an, die Anzahl n der
Partitionspunkte ausreichend groß zu wählen, um komplexere Funktionen beschreiben
zu können.



104 A.2. Approximationseigenschaft

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0
2
4
6
8
10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0
2
4
6
8
10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0
2
4
6
8
10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0
2
4
6
8
10

i “ 1

i “ 2

i “ 3

i˚ “ 4

Abbildung A.3: Funktion fpxq (blau gepunktet) vs. PCHIP Interpolanten ppiqpxq
(schwarz) für i “ 1, . . . , 4; rote Regionen entsprechen Xpiq für ε “ 0.2
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A.3 Gradientenberechnung

Im Folgenden wollen wir uns die Sensitivität von ppxq bezüglich fi für alle i “ 1, 2, . . . , n
anschauen, das heißt Bp

Bfi
pxq für alle i “ 1, . . . , n. Dabei nehmen wir ohne Beschränkung

der Allgemeinheit an, dass sgnp∆k∆k`1q ą 0 gilt. (Ist di “ 0 für ein i “ 1, . . . , n, so
vereinfachen sich die Ableitungen.) Da es sich bei ppxq um eine stückweise definierte
Funktion handelt, müssen wir auch die Ableitungen für bestimmte Teilintervalle Ii “
rxi, xi`1s betrachten. Im Folgenden werden die einzelnen Ableitungen aufgelistet, wobei
wir zunächst die Sonderfälle Bp

Bfi
pxq für i “ 1, 2, 3 separat betrachten, da diese mitunter

von d1 abhängen:

Bp

Bf1
pxq “

$

’

’

&

’

’

%

H1
1 pxq ´

3
2hH

1
3 pxq ´

2
h

∆2
2

p∆1`∆2q2
H1

4 pxq, x P rx1, x2s,

´ 2
h

∆2
2

p∆1`∆2q2
H2

3 pxq, x P rx2, x3s,

0, sonst.

Bp

Bf2
pxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

H1
2 pxq `

2
h
H1

3 pxq `
2
h

∆2´∆1
∆1`∆2

H1
4 pxq, x P rx1, x2s,

H2
1 pxq ´

2
h

∆2´∆1
∆2`∆3

H2
3 pxq ´

2
h

∆2
3

p∆2`∆3q2
H2

4 pxq, x P rx2, x3s,

´ 2
h

∆2
3

p∆2`∆3q2
H3

3 pxq, x P rx3, x4s,

0, sonst.

Bp

Bf3
pxq “

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

1
2hH

1
3 pxq `

2
h

∆2
1

p∆1`∆2q2
H1

4 pxq, x P rx1, x2s,

H2
2 pxq `

2
h

∆2
1

p∆1`∆2q2
H2

3 pxq `
2
h

∆3´∆2
∆2`∆3

H2
4 pxq, x P rx2, x3s,

H3
1 pxq `

2
h

∆3´∆2
∆2`∆3

H3
3 pxq ´

2
h

∆2
4

p∆3`∆4q2
H3

4 pxq, x P rx3, x4s,

´ 2
h

∆2
4

p∆3`∆4q2
H4

3 pxq, x P rx4, x5s,

0, sonst.
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Für 3 ă i ă n´ 2 gilt

Bp

Bfi
pxq “

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

2
h

∆2
i´2

p∆i´1`∆i´2q2
H i´2

4 pxq, x P rxi´2, xi´1s,

H i´1
2 pxq ` 2

h

∆2
i´2

p∆i´1`∆i´2q2
H i´1

3 pxq ` 2
h

∆i´∆i´1
∆i´1`∆i

H i´1
4 pxq, x P rxi´1, xis,

H i
1pxq `

2
h

∆i´∆i´1
∆i´1`∆i

H i
3pxq ´

2
h

∆2
i`1

p∆i`∆i`1q2
H i

4pxq, x P rxi, xi`1s,

´ 2
h

∆2
i`1

p∆i`∆i`1q2
H i`1

3 pxq, x P rxi`1, xi`2s,

0, sonst.

Weitere Sonderfälle (wegen dn) sind:

Bp

Bfn´2
pxq “

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

2
h

∆2
n´4

p∆n´3`∆n´4q2
Hn´4

4 pxq, x P rxn´4, xn´3s,

Hn´3
2 pxq ` 2

h

∆2
n´4

p∆n´3`∆n´4q2
Hn´3

3 pxq ` 2
h

∆n´2´∆n´3
∆n´3`∆n´2

Hn´3
4 pxq, x P rxn´3, xn´2s,

Hn´2
1 pxq ` 2

h
∆n´2`∆n´3
∆n´3`∆n´2

Hn´2
3 pxq ´ 2

h

∆2
n´1

p∆n´2`∆n´1q2
Hn´2

4 pxq, x P rxn´2, xn´1, s

´ 2
h

∆2
n´1

p∆n´2`∆n´1q2
Hn´1

3 pxq ` 1
2hH

n´1
4 pxq, x P rxn´1, xns,

0, sonst.

Bp

Bfn´1
pxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

2
h

∆2
n´3

p∆n´2`∆n´3q2
Hn´3

4 pxq, x P rxn´3, xn´2s,

Hn´2
2 pxq ` 2

h

∆2
n´3

p∆n´2`∆n´3q2
Hn´2

3 pxq ` 2
h

∆n´1`∆n´2
∆n´2`∆n´1

Hn´2
4 pxq, x P rxn´2, xn´1s,

Hn´1
1 pxq ` 2

h
∆n´1´∆n´2
∆n´2`∆n´1

Hn´1
3 pxq ´ 2

h
Hn´1

4 pxq, x P rxn´1, xns,

0, sonst.

Bp

Bfn
pxq “

$

’

’

&

’

’

%

2
h

∆2
n´2

p∆n´1`∆n´2q2
Hn´2

4 pxq, x P rxn´2, xn´1s,

Hn´1
2 pxq ` 2

h

∆2
n´2

p∆n´1`∆n´2q2
Hn´1

3 pxq ` 3
2hH

n´1
4 pxq, x P rxn´1, xns,

0, sonst.



B. Gedämpftes Landweber-Verfahren
Wir stellen im folgenden Abschnitt das gedämpfte Landweber-Verfahren vor, wobei
wir uns auf die Referenzen [23] und [40] berufen. Auf Beweise verzichten wir an dieser
Stelle.

Das von Louis Landweber im Jahre 1951 in [47] eingeführte Landweber-Verfahren ist
heutzutage ein beliebtes Iterationsverfahren zur Behandlung linearer und nichtlinearer
inverser Probleme.

Wir betrachten das nichtlineare Problem der Form

F pxq “ y, F : DpF q Ď X Ñ Y, (B.1)

mit Hilberträumen X und Y , d.h. wir können X und Y mit ihren Dualräumen identi-
fizieren so, dass X – X˚ und Y – Y ˚. Mit DpF q bezeichnen wir das Definitionsgebiet
des Vorwärtsoperators.

Wir nehmen wieder den folgenden Zusammenhang zwischen den gestörten Daten yδ

und y an:

‖yδ ´ y‖2
Y ă δ.

Definition B.0.1. Die Funktion F : DpF q Ă X Ñ Y heißt Fréchet-differenzierbar in
x P DpF q, wenn eine lineare und stetige Abbildung Ax : X Ñ Y existiert, sodass für
alle z P X gilt:

lim
‖z‖XÑ0

‖F px` zq ´ F pxq ´ Axz‖Y
‖z‖X

“ 0.

Wir definieren F 1pxqz :“ Axz und nennen die Abbildung F 1pxq die Fréchet-Ableitung
von F in x P X.
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Definition B.0.2. Sei ein beschränkter und linearer Operator A : X Ñ Y gegeben.
Der beschränkte und lineare Operator A˚ : Y Ñ X definiert durch

xA˚y, xy :“ xy, Axy @x P X, y P Y

heißt der zu A adjungierte Operator.

Für einen gegebenen Startwert x0 ist die Landweberiteration für nichtlineare Probleme
gegeben durch

xk`1 “ xk ´ F
1
pxkq

˚
pF pxkq ´ y

δ
q, k P N0, (B.2)

wobei F 1pxq˚ die Adjungierte der Fréchet-Ableitung im Punkt x ist, siehe [40].

Um die Konvergenz des Landweber-Verfahrens zu garantieren, benötigen wir eine ge-
eignete Skalierung des Vorwärtsoperators. Wir nehmen an, dass

‖F 1pxq‖ ď 1, x P Bρpx0q Ă DpF q

gilt. Dabei bezeichnen wir mit Bρpx0q eine Kugel mit Radius ρ um den Startwert
x0 P DpF q.

Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so ist es möglich auf das gedämpfte Landweber-
Verfahren auszuweichen. Dabei verwenden wir einen Relaxationsparameter oder auch
Dämpfungsparameter

λ P

ˆ

0, 1
C2
ρ

˙

(B.3)

mit der Konstanten

Cρ :“ supt‖F 1pxq‖ : x P Bρpx0qu.

Dann ist das gedämpfte Landweber-Verfahren für nichtlineare inverse Probleme gege-
ben durch

xk`1 “ xk ´ λF
1
pxkq

˚
pF pxkq ´ y

δ
q, k P N0

mit λ aus (B.3). Eine geeignete Wahl des Dämpfungsparameters garantiert dabei die
Konvergenz des (gedämpften) Landweber-Verfahrens.
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Die Minimierung unter Nebenbedingungen, also z.B. die Forderung x P X̃, erfordert
zusätzlich eine orthogonale Projektion PX̃ , sodass wir schließlich die Iterationsvorschrift

xk`1 “ PX̃

`

xk ´ λF
1
pxkq

˚
pF pxkq ´ y

δ
q
˘

, k P N0

erhalten. Zusammen mit einem Abbruchkriterium, z.B. dem a-posteriori Diskrepanz-
Prinzip von Morozov ([56]), wird das gedämpfte Landweber-Verfahren zu einem Regu-
larisierungsverfahren.





C. Tabelle physikalischer Größen
Wir fassen in der nachstehenden Tabelle die wichtigsten physikalischen Größen, wie
wir sie in dieser Arbeit benutzt haben, zusammen.

Notation Bezeichnung SI-Einheit
L Dicke der Stahlplatte m
T Untersuchungszeit des Kühlvorgangs s
θ Temperatur K (Kap. 5: ˝C)
C Wärmekapazität J{pK ¨m3q

k Wärmeleitfähigkeit W{pK ¨mq
k{C Temperaturleitfähigkeit m2{s
q0, qL Wärmeflüsse W{m2

h0, hL Wärmeübergangskoeffizienten W{pK ¨m2q

u Enthalpie J{m3

Qptq Gespeicherte Wärmemenge zum Zeitpunkt t J{m2

αpuq Kirchhoff-Transformierte W{m
α1puq Enthalpieleitfähigkeit m2{s
β0, βL Wärmeflüsse W{m2
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